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Chapter 5 

Dirac Delta Function 

 

 

§5.1 Definition and Properties of Delta Function 

§5.2 Delta Function as Weak Convergence Limits of Ordinary Functions 

§5.3 Delta Function in Multidimensional Spaces 

§5.4 Generalized Fourier Series Expansion of Delta Function 

Exercises 

 

 

§5.1 函数的定义与性质 

 

 

5.1.1函数的定义 

 

狄拉克函数的定义如下，同时也说明了它的性质和作用. 

(i) 
,  0

( )
0,     0

x
x

x


 
 


                                    (5.1.1a) 

( )d 1x x



                                           (5.1.1b) 

式(5.1.1b)有时也写成另一形式： 

1,0 ( , )
( )d

0,0 ( , )

b

a

a b
x x

a b



 


                                    (5.1.1c) 

 (ii) ( ) ( )d (0)f x x x f



                                  (5.1.2) 

 (iii) ( ) ( )d ( )f x x x x f x



                                (5.1.3) 

在(i)和(ii)中，奇点是在 x=0 处. (iii)是奇点位于任意的 x 点上，是最一般的情况.(i)

中可以看成是 ( ) 1f x  的特例.性质(iii)也被称为函数的取样性质. 

    式(5.1.1a)和(5.1.1b)狄拉克提出的函数的最原始的定义. 

按照原先的经典积分理论， ( )x 既然只在一点 0x  处不为零，就相当于一个

零函数的定义，那么它在任意(有限或无限)区间上的积分应当为零，见(2.1.25)式.

故式(5.1.1a)和(5.1.1b)是相互冲突的.这是因为，通常讲的广义零函数在孤立点上的

取值是有限的，而式(5.1.1a)表示在孤立点上取值是无限的.因而可以说，狄拉克

函数并不是通常意义下的函数，无法用经典的方法对它进行代数分类和分析的运

算.然而狄拉克函数确实能反映许多为经典函数不能反映的客观现象.例如只有一

个电源和电容而无电阻的电路在由断开到接通时电流就表现出一个函数的行为. 

狄拉克函数还在以下一些事例中表现其物理意义.在一个没有体积的几何点

上放置有限的质量或者电荷量；在传热过程中，在杆的某处(例如一端)的几何点上

传入有限的热量；瞬时冲击力：在 t=0 的时刻一杆受到一冲击力，在时间长度为
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零的情况下获得一个有限的冲量；等等. 

为了使实际中出现的奇异性得到合理的解释，并且能在实际应用中对其进行

正确的运算，就必须拓展函数的概念.这就促成了广义函数的产生. 

 

 

5.1.2函数是一个广义函数 

 

首先，把函数看成是函数空间上的泛函. 

由上述定义式可以看出，函数只有在作用于某个函数的时候才真正体现出它

的价值来.这实质上是一种泛函，第一章中已经定义了泛函的概念.现在定义连续函

数空间上的一个泛函如下. 

[ ( )] (0)x                                               (5.1.4) 

这个泛函具有线性性质： 

1 2 1 2[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]x x x x                                (5.1.5) 

证明： 1 2 1 2 1 2[ ( ) ( )] (0) (0) [ ( )] [ ( )]x x x x             . 

定义 1 如果某函数空间上的泛函，具有线性性质(5.1.5)，则称为空间上

的线性泛函，空间上的线性泛函又称为空间上的广义函数. 

显然，线性泛函是泛函的一个种类. 

我们来考虑积分型的广义函数 f. 

( , ) ( ) ( )df f x x x 



                                        (5.1.6) 

其中 f 是一给定的函数， ( )x 属于所考虑的函数空间，这里还假定右端的积分存

在.写成这个形式后，此时的 ( , )f  就与泛函 [ ( )]f x 具有完全相同的含义了.例如， 

( ( ), ( )) (0)x x                                             (5.1.7) 

这与(5.1.4)式是一样的.显然，由(5.1.6)定义的广义函数是具有(5.1.5)的线性性质的.

因此， 

[ ( )] ( , ) ( ) ( )df x f f x x x  



   .                            (5.1.8) 

    在(5.1.6)的定义中，右边 ( )f x 是一个函数而左边的 f 是一个泛函.不同的函数

( )f x 给出不同的广义函数 f.广义函数的概念就是在这个意义下把函数的概念推广

了.或者说，在这个意义下，作为泛函的 ( )f x 也是一个广义函数. 

齐次，把函数看成是一个广义函数. ( )x 函数作为一个广义函数，它的特点

是，本身又可以作为一个普通函数来定义，它的自变量与它的容许函数的自变

量相同.在一维空间中，如(5.1.1a)式那样，尽管在原点处是不连续的，而且其值为

无穷大. 
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5.1.3函数的傅里叶变换和拉普拉斯变换 

 

除了在奇点 0x  以外 ( ) 0x  ，因此， ( )x 的行为几乎处处像一个普通函数.

对于普通函数所做的一些运算也可以用于 ( )x 函数.例如，我们可以对 ( )x 函数作

傅里叶变换.根据傅里叶变换的定义式，我们立即有 

i[ ( )] ( )e d 1tF t t t 



                                     (5.1.9) 

因此，1 的傅里叶反变换就是 ( )x 函数. 

i1
( ) e d

2π

tt  





                                         (5.1.10) 

此式说明， ( )x 函数可以表示成一种积分形式.我们在此顺便给出 ( )x 的另一种积

分 表 示 . 考 虑 积 分
0

1 1
d

   






   . 当 0  时 ， 它 等 于

0 0

1 1 1
( )d

     






    ， 两 个 积 分 相 等 ， 结 果 为 零 . 注 意 ：

d d
0

 

  

 

 

 
 

   ，这是因为被积函数是奇函数，积分结果为零.当 0  时，

02 2 20

d d d 2
2 |

( )

  

    

  


 

  
    

      .结合起来，有 

0

0

1 1
( ) d   

   




 

                              (5.1.11) 

这一公式在处理具体的物理问题时会用到. 

( )x 函数的拉普拉斯变换.对于这个变换要特别小心.定义式应该为 

0
[ ( )] ( )e d 1ptL t t t 







                                   (5.1.12a) 

或者，把 ( )x 函数看成是 ( ) ( 0 )x x    . 

0
[ ( )] [ ( 0 )] ( 0 )e d 1ptL t L t t t  


                          (5.1.12b) 

相应地，拉普拉斯反变换是 

1[1] ( 0 )L t                                            (5.1.12c) 

如果积分 (5.1.12a)取为
0

[ ( )] ( )e ptL t t 



  dt 0 ，就不能与(5.1.12c)构成互为

拉普拉斯变换和反变换. 
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5.1.4 广义函数的导数和积分 

 

为了保证(5.1.6)式右端的积分存在，如果我们加在函数 ( )x 上条件越强，则

对 ( )f x 的要求就越弱.这样在空间上的广义函数就越多.通常取为无穷次可微并

且只在一个有限区间上不为零的全体，这种函数空间称为空间 K. 

现在来看广义函数的导数.为此，先设 ( )f x 是一个普通的可微函数，那么，对

函数 ( )f x 所确定的广义函数 f ，有 

( ( ), ( )) ( ) ( )d

( ) ( ) | ( ) ( )d ( ( ), ( ))

f x x f x x x

f x x f x x x f x x

 

  











 

    




                 (5.1.13) 

其中 ( )x K ，故有 ( ) 0   . 

由此，我们可用(5.1.13)式作为广义函数的导数的定义.设 ( )f x 是已给广义函

数，因为 ( )x K 时， ( )x K ，所以泛函 ( ( ), ( ))f x x 是有确定意义的.故可用下

式定义广义函数 

( ( ), ( )) ( ( ), ( )), ( )f x x f x x x     K                          (5.1.14) 

作为 ( )f x 的导数 f  . 

上述结果是对于一维情形讨论的，可推广至多维情形.例如三维情形，这时函

数空间 K 是指对各自变量无穷次可微且在某个有限区域外为零的函数 ( , , )x y z 的

全体.广义函数 ( , , )f x y z 的导数如上类似定义.例如 

2 2

2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

f
f

x x

f f
f

y y y y

 

  



 
 

 

   
  

   

K

 

特别地， ( )x 函数的导数是广义函数 

    ( ( )x , ( ))x = ( ( ), ( )) (0)x x       

写成积分形式，就是 

    ( )x



 ( )x dx =  (0)  

[ ( )x 的物理意义：静电学中的电偶极子的电荷密度分布就可用 ( )x 描述.] 
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同样， ( )x 函数的二阶导数是 

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) (0)x x x x x x               

一般地， 

( ) ( ) ( )( ( ), ( )) ( 1) ( ( ), ( )) ( 1) (0)n n n n nx x x x           

有了广义函数的导数的定义，就可以理解微分方程 

( )y x   

的意义了.把方程两边都看成广义函数，那么对任意 ( )x K ，有 

( , ( )) ( ( ), ( )) (0)y x x x       

阶跃函数，也称海维赛德函数， 

0,    0

( ) 1/ 2,    0

1,    0

x

x x

x






 
 

 

满足上式.由广义函数的导数的定义 

    ( ( )x , ( ))x ( ( ),x  ( )x )
0

( )x





  d (0)x   

由此，我们得到 ( )x 函数的积分是 

( )d ( )
x

t t x 


  

或者 

( )d ( )
x

t x t x x 


     

尽管几乎所有的教科书上都写着 

d
( ) ( )

d
x x

x
                                         (5.1.15) 

这样一个等式，作者还是要特别指出，对函数 ( )x 的这个导数其实还有一个无穷

小量.这与 ( )x 和 ( )x 这两个函数都在原点处不连续有关.用阶跃函数的傅里叶变

换可看出严格的关系式. 

i ( )1 e
( ) d

2πi i0

t t

t t


 


 





 

                                   (5.1.16a) 

此式的证明是： 0t t  时在下半平面补上回路， 0t t  时在上半平面补上回路.

由(5.1.16a)式可以得到， 

    (t t
t






) =

i ( )1 i e
d

2πi i0

t t




 




 

  
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    =
i ( )1 i( i0 )e

d
2πi i0

t t




  




  

 +
i ( )1 i( i0 )e

d
2πi i0

t t




  




  

  

    =
i ( )1

e d
2π

t t 


 

 
i ( )1 e

0 d
2πi i0

t t




 








  

( ) ( ) 0 ( )t t t t t t
t
  


      


                              (5.1.16b) 

一般情况下，(5.1.16b)右边的小量是可以忽略的.这就回到了(5.1.15)式.但是如果

(5.1.16b)式的右边需要除以到分母上的时候，就应该尽量保留这一小量，因为它表

示极点的位置是偏离实轴的. 正如(5.1.16a)式中分母上的无穷小量不能扔掉一样.

这一点在物理上有着重要的应用，不可忽视. 

    还要注意，在实际应用中应该写
d

(
dx

 (x)+c)= ( )x ，其中常数 c 由具体的条件

而定. 

对于函数的导数，我们给出以下最简单又是很有用的公式. 

首先 

( ) 0x x                                                  (5.1.17) 

这是因为当 0x  时，左边显然为零.当 0x  时，左边也为零.这可在两边乘以函数

( )x K 之后作积分得证. ( ) ( )d 0x x x x 



  

事实上，容易证明 ( ) 0, 0x x   . ( ) ( )d 0x x x x 



 .因此，当是一个无

论多么小的一个有限的正数， 0x  时，当 ( )x 总是比 x  更慢地趋于无穷大. 

[ ( )] ( ) ( ) 0x x x x x       

因此 

( ) ( )x x x                                                (5.1.18) 

 

 

5.1.5函数中的定值是个复数的情况 

 

    本章一开头定义函数的时候，主要是通过 

( ) ( )d ( )f x x a x f a



                                   (5.1.19) 

来体现函数的作用.此式中，定值 a 是一个实数.若 a=z 是一个复数，该如何来定 

    ( )f x


 ( )x z  dx                                         (5.1.20) 

积分的结果呢? 

    我们知道，若一个函数 f(x)是任意次可导的，那么它可作泰勒展开， 

( )

0

( ) ( )
!





 
n

n

n

a
f x a f x

n
 

这一展开对于 a 是复数也适用.函数也能够像普通函数那样做泰勒展开， 
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( )

0

( ) ( )
!

 




 
n

n

n

a
x a x

n
                                     (5.1.21) 

现在将此式扩展为 a=z 是复数的情况.那么，对于积分式(5.1.20)可将其中的函数

按(5.1.21)做泰勒展开. 

    

( )

0

( ) ( )

0 0

( )
( ) ( )d ( ) ( )d

!

( )
( 1) ( ) ( )d (0) ( )

! !

 



 

 


 


 


 


   

 

 

n
n

n

n n
n n n

n n

z
f x x z x f x x x

n

z z
f x x x f f z

n n

          (5.1.22) 

其中对第 n 项做了 n 次分部积分.最后结果与 a 是实数的(5.1.19)形式上完全一样.

由此，可得如下的傅里叶变换 

i i[ ( )] ( )e d e  



   

t zF t z t z t                          (5.1.23) 

和傅里叶反变换 

i ( )1
( ) e d

2π

 


 


  

t zt z                                 (5.1.24) 

其中 z 是复数. 

    按照式(5.1.1c)，当奇点在积分路径上时，积分才不为零.这是奇点在实轴上的

情况.本小节的情况是，式(5.1.22)和式(5.1.24)中的 z 不在实轴上.这时，我们定义式

(5.1.22)~式(5.1.24)成立.其中，式(5.1.24)已经在数学手册中明确给出. 这种情况下，

我们可以把(5.1.22)中的积分路径理解成这样的：积分路径是从 x    到 x  ，

但并不是沿着整个实轴，而是被扭曲偏离实轴而进入复平面，使得 z 点刚好在积

分路径上. 

 

 

 

§5.2 函数视为普通函数的弱收敛极限 

 

 

5.2.1 普通函数的弱收敛的几种形式 

 

由(5.1.1)式定义的 ( )x 函数是最原始的形式.不过，这一形式对于一些公式的

证明，计算导数，处理实验数据等不是很方便.因此经常把 ( )x 函数写成带一个参

数的普通函数在参数趋于某一值时的极限. 

令 ( )x 是由指标为参数的函数集，它具有性质： 

(i) 
0

lim ( ) 0x
 




 ，对于所有 0x  .                           (5.2.1) 

(ii) 对于任何 

( )d 1x x



                                             (5.2.2) 

始终满足. 

(iii) 
0

lim ( ) ( )d (0)f x x x f
 





                              (5.2.3a) 
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并且极限过程与积分次序可交换.为了便于证明，此式也可与(5.2.2)式结合，写成

以下形式. 

0 0

lim ( ) ( )d (0) lim ( )[ ( ) (0)]d 0f x x x f x f x f x 
   

 
 

  
          (5.2.3b) 

这一性质也等价于 

    (iv) 
0

lim ( )x
 




 ，当 0x                                  (5.2.4) 

当 ( )x 满足性质(i)和(ii)，并且满足(iii)与(iv)之一，我们就记 

0

lim ( ) ( )x x
 

 


                                            (5.2.5) 

此时我们称，函数为 ( )x 的弱收敛极限.弱收敛是指，只要以某种方式收敛即可，

不要求一致收敛、逐点收敛、平均收敛等特定的收敛形式. 也可以说，只要满足

(5.2.3b)式，即为弱收敛. 

    以下是几种常用的 ( )x 函数. 

1) 
1/ ,   | | / 2

( )
0,  | | / 2

c

c x c
x

x c



 

  
， 0c                           (5.2.6) 

2) 
2 2/1

( ) e
π

xx 




 ， 0  ，(高斯脉冲)                 (5.2.7a) 

2

2

1
( ) exp

42 π
t

x
x

a ta t


 
  

 
， 0t  ，(热传导脉冲)           (5.2.7b) 

3) 
2 2

1
( )

π
x

x









， 0                               (5.2.8) 

4) 
sin( / )

( )
π

x
x

x



  ， 0                              (5.2.9a) 

或者 

    
sin

( )
π

N

Nx
x

x
  ， N+，(取样脉冲)                 (5.2.9b) 

5) 
2

2 2

1 cos sin ( / 2)
( )

2π π
k

kx kx
x

kx kx



  ， k                (5.2.10) 

6) 

2(1 ) ,   0 1,  1,2,3,
( )

0 ,   1,

n

n

n

c x x n
x

x


    
 



对于

对于
          (5.2.11) 

7) 
2

2

1 1
( ) , 1

2π 1 2 cos( )
r

r
r

r r
  

 


  

  
               (5.2.12) 

以下是各个 ( )n x 函数在不同参量时的曲线形状.其中图 5.3 称为洛伦兹线型. 
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图 5.6 

以上这些函数，显然都满足性质(i).要证明它们的弱收敛极限是函数，只要证

明它们具有性质(ii)并且还满足(iii)与(iv)之一.下面我们选取两个函数进行证明. 

 

 

5.2.3 证明(5.2.9b)式的弱收敛极限是函数 

 

对任何 0N  ，有 
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dx


 ( )N x
1 sin

d 1
π

Nx
x

x




   

满足性质(ii).对于任何 ( )x K ，令 

( ) (0)
, 0

( )

(0), 0

x
x

x x

x

 








 
  

 

且 

2

( ) ( ) (0)
, 0

( )

(0), 0

x x x
x

x x

x

  





  


  
  

 

这两个函数在 ( , )  上都是连续的.而且，由于函数 ( )x 只在一个有限的区间上不

为零，因此 ( )x 和 ( )x  也都只在一个有限的区间上不为零， ( ), ( )x x  K . 

sin 1
d ( ) ( ) (0) d [ ( ) (0)] d sin ( )

π π
N

Nx
x x x x x x Nx x

x
     

  

  
       

现在对右边做分部积分. 

    d
c

c
x

 ( )x    

cos 1 1
d sin ( ) ( ) | d cos ( ) d cos ( )

Nx
x Nx x x x Nx x x Nx x

N N N
   

  



  

        

1 1
d cos ( ) d cos ( )

1 1
d ( ) [ d ( ) d ( ) d ( ) ]

c c

c c

x Nx x x Nx x
N N

x x x x x x x x
N N

 

   

 

 

  

  

 

      

 

   

 

其中 c 为一有限大的正数.由于 ( )x 和 ( )x  在整个区间上都是连续的.在 | |x a  (a

为一充分大的正数)时，由 ( )x 在 x 时的行为， ( )x  在整个区间上总是有限

的，不为无穷大. 

    d
c

c
x

 ( )x    

2

2 2 2

( ) ( ) (0)
d ( ) d

( ) ( ) 1 ( ) 1
d d (0) d d (0)

c c

c c c c

x x x
x x x

x

x x x x D
x x x x

x x x x c c

  


  
 

 

   

  
 

 
     

 

   

 

由于当 x，时，(x)足够快地趋于零。可设： 

( ) , 0;
C

x x
x

      

那么， 
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1

( )
d d

c c
c

x B B B
x x

x x x c  




 



  
    

 
   

所以有 

    d
c

x


 ( )x  
B

c
+

D

c
+

1

c
(0) < 

同理， d ( )
c

x x 



  .现在的，和都是有限的数.综合以上各式，得 

1 1
lim [ d ( ) ( ) (0)] lim d cos ( ) lim ( ) 0N

N N N
x x x x Nx x

N N
      

 

   
        

满足性质(iii).因此 

    lim N dx


 ( )N x ( )x (0) 

我们回顾前面写出的函数的傅里叶反变换(5.1.10)式.这一积分在通常的意义

下是不存在的.对此式必须在弱收敛极限的意义下来理解.事实上，此积分应该理解

为 

i i
i i1 1 1 e e sin

e d lim e d lim lim
2π 2π 2π i π

Nt Nt
N

t t

NN N N

Nt

t t

  



 

   


     (5.2.13) 

 

 

5.2.4 证明(5.2.11)式的弱收敛极限是函数 

 

这一函数已经在第二章(2.4.2)式定义.由于要求 

1

1
( )d 1n x x


   

我们先来规一化系数 nc .为此，作变量置换 sinx  . 

2 1 2
1 1 π / 2

2 2 2 +1

1 0 0

1 2 ( !)
(1 ) d 2 (1 ) d 2 cos d

(2 1)!

n
n n n

n

n
x x x x

c n
 




     

    

因此选取:    
2 1 2

(2 1)!

2 ( !)
n n

n
c

n


  

就满足性质(ii).当 n 足够大时，可使用斯特林公式 

! 2 π( / e)nn n n    

判断 

2

2 1 2

2 1 4 π(2 / e) 2 1 1

2 2 π( / e) 2 π

n

n n n

n n n n
c n

n n n


 
                  (5.2.14) 

最后的不等式可从 ( π 1) 1/ 2n  得到. 

1 2 1 2 1
π π

2 2 2 π

n n
n n n n

n

 
       
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即，系数 nc 随 n 的增长比 n 要慢. 

现在我们证明，对于现在任给一个小于 1 的正数 (0 1  )， 

1

lim ( )d 0n
n

x x




                                         (5.2.15) 

为此利用(5.2.14)式， 

1 1 1
2 2 2( )d (1 ) d (1 ) d (1 )n n n

n nx x c x x n x n
  
           

已经在(2.4.5)式证明了 

2lim (1 ) 0n

n
n 


   

故(5.2.15)式得证.由此 

1 1

1 10

0

lim ( )d lim lim[ ( )d ( )d ( )d ]

lim lim ( )d 1

n n n n
n n

n
n

x x x x x x x x

x x

 

 





   





    

 

  

 

   


 

此式符合(5.1.1c). 

有了上述的结果，我们就得到 

 
 

1 1

1 1

1

1

1

10

0

lim ( ) ( )d (0) [ ( ) (0)] ( )d

lim [ ( ) (0)] ( )d [ ( ) (0)] ( )d [ ( ) (0)] ( )d

lim lim max ( ) (0) ( )d ( )d

lim lim [ ( )

n n
n

n n n
n

n n
n

n

x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x

x

 

 









     

        

   



 



 



 

 

  

     

  



 

  

 

 (0)] ( )dn x x 

其中，max ( )x 是个有限的数.由于(5.2.15)式，前一项为零.后一项当 0  时，积

分区间趋于零，但是被积函数是有限的，因而积分值为零. 
1

1 0
lim ( ) ( )d (0) lim lim [ ( ) (0)] ( )d 0n n
n n

x x x x x x



     

   
      

由此证明了(5.2.11)的 ( )n x 函数满足性质(iii).因此， 

lim ( ) ( )n
n

x x 


  

在第二章中，我们已经借助这个 ( )n x 函数来证明多项式逼近的魏尔斯特拉斯

定理. 

 

 

5.2.5 应用举例 

 

以上列出函数的不同的弱收敛的形式，并不仅仅是数学表现形式的不同，而

是有着各自的应用.例如我们已经看到函数的傅里叶变换可以理解为(5.2.13)式的

极限.(5.2.11)的多项式形式可以用来证明多项式逼近定理. 

更为重要的是，函数的不同的弱收敛的形式，可以表现各自特定的物理意义. 
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以下讨论两个在物理上应用的例子. 

例 1 
0

1 1 1
lim iπ ( )

i i0
P x

x x x


 


 
 

                      (5.2.16) 

其中 P 表示取主值，即取 0x  时的值. 

证明 
2 2 2 2 2 2

1 i 1
iπ iπ ( )

i π( )

x x
P x

x x x x x

 


   
  

   
 

注意： 0x  时上式无实部. 

洛伦兹线型的弱收敛的形式为涉及 ( )x 函数的实际数值计算中提供了一个方

法.在固体物理学中，能量态密度的定义是：在能量 E 处，单位能量间隔内的状态

数目.它的表达式为 

( ) ( )n

n

E E E                                        (5.2.17) 

其中对于所有的量子态求和.例如，对于固体中的电子，量子态是用波矢 k 来指标

的，那么对于量子态的求和也就是对于波矢空间的第一布里渊区进行积分. 

( ) d ( ( ))nE E E   k k  

在进行数值计算时，当然不可能用真正的 的形式.此时就用(5.2.8)式来代替 函数.

写成 

2 2

1
( ) d

π ( ( ))n

E
E E







  k
k

                              (5.2.18a) 

计算时取一个合适的小量，计算得到的态密度曲线就是光滑的.如果有一个峰特别

突出，这个峰的形状就是洛伦兹线型的.这与实验得到的谱线是符合的.例如，莫斯

堡尔谱的峰用洛伦兹线型拟合的结果是极好的. 

为什么实验上的曲线是呈现洛伦兹线型的？能级为实数表明能级的寿命是无

限长的，因为波函数中的时间因子是平面波的形式.而实际系统中，粒子之间总是

有相互作用的，这种相互作用使得能级的寿命实际上不是无限长的.也就是说，波

函数中的时间因子中有一个指数衰减项，这说明能级有一个虚部.而洛伦兹线型表

现的就是能级有一虚部，可以把(5.2.18a)式写成 

1 1
( ) d Im

π ( ( ) i )n

E
E E




 
  k

k
                          (5.2.18b) 

能级虚部的出现使得态密度的峰呈现出一个有限的峰高和缝宽. 文献中有用式

(5.2.18)计算态密度的实例. 

我们在这儿强调，态密度的一般的定义式应该是： 

1 1
( ) Im

π n n

E
E E

  


                                  (5.2.18c) 

其中能量 nE 是复数 .当能级都是实数时，将虚部取为无穷小，就得到特例

( )
n

E  (E  En). 

例 2 一维方程 
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2

2

i
( ) ( , ; , ) ( ) ( )g x x t t x x t t
c t x

 
 

      
 

                  (5.2.19) 

当 0t t  时的解是 

2i( ) / 4 ( )i
( , ; , ) e

4πi ( )

x x c t tc
g x x t t

c t t

     


                   (5.2.20) 

此式与(5.2.7b)的形式一样，说明当 t t 时在 x处有一个型波包.此例表明一个服

从薛定谔方程的，初始时刻为形状的波包在自由空间中是怎样随时间演化的.在

0t t   的时间波包不断向外扩展, 峰值不断降低,它是以(5.2.7b)的形式演化的.

最终演化为无限大空间内的一个平面波. 注意，因为这是薛定谔方程，得到的解是

概率幅的含义.取这个解的绝对值的平方才是概率密度的含义. 

    这个波函数的绝对值，或者是绝对值的平方的展宽方式如图 5.2 所示。 

此式中的 c 不具有运动速度的含义，它是波包展宽速率，或者峰值降低速率

的含义.当 c 越大，则峰值下降和峰宽增加地越快. 

解此方程时，已经假设了初始时刻波包的运动速度为零.波包是在原地随时间

展宽的.如果初始时刻运动速度不为零，而是速率 u，那么在以后的时刻，波包在

以速率 u 运动的同时，按照此式展宽. 

 

 

 

 

§5.3 多维空间中的函数 

 

 

5.3.1 直角坐标系 

 

设在三维空间中的点 0 0 0 0( , , )x y zr 处，有一单位质量的“质点”，则质点在

空间的密度分布可以表示为 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )x x y y z z       r r                          (5.3.1) 

点源是一个整体，它占有的空间抽象为零.如果用积分来表示质量，则应有 

    
0( )



 r r dV
0( )x x



  0( )y y  0( )z z  d d dx y z
0

0

0,   

1,   


 



r

r
 (5.3.2) 

更一般的定义是 

    ( )f


 r 0( ) r r d d dx y z
0

0 0

0,   

( ),   f


 



r

r r
                       (5.3.3) 

注意，从概念上来讲，式(5.3.1)并不蕴含沿坐标轴分解的意义.此时只能作为一种

运算性质来理解.如下式所示， 

( )f


 r 0( ) r r dV ( , , )f x y z



  0( )x x  0( )y y  0( )z z  d d dx y z  

0( , , )f x y z



  0( )y y  0( )z z  d dy z  
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0 0( , , )f x y z



  0( )z z  dz 0 0 0( , , )f x y z 0( )f r  

这样，就与(5.3.3)式的结果是一致的. 

当点源正好位于原点时， 0 (0,0,0)r 时，只要将(5.3.1)-(5.3.3)三式中的 0r 用

(0,0,0)代替即可. 

二维或 n 维空间的函数，可以类似于三维的情形来定义. 

    多维空间中的函数有以下两条运算性质：平移性质和相似变换.以 r 记 n 维空

间 nR 中的位置向量.平移性质是指 

    ( )
nR

f r 0( ) r r d
0( )

nR
f  r r ( ) r d 0( )f r                  (5.3.4) 

相似变换是指 

    ( )
nR

f r ( )a r d ( )
nR

f
a

 
r 1

( )
| |na

 r d                        (5.3.5) 

在求解数学物理方程时，有时要选用适当的曲线坐标系.此时应用函数时，为

了使积分中的函数能将不同的坐标轴分开运算，类似(5.3.1)式那样，必须建立适

宜的函数的运算表示式. 

 

 

5.3.2 直角坐标系到曲线坐标系的变换 

 

我们写出二维和三维空间中函数从直角坐标系到曲线坐标系的一般变换式. 

1. 二维平面 

设曲线坐标系的坐标是 1 2( , )q q .在一个位矢 1 2( , ) ( , )q q x y r 处的曲线坐标系

与直角坐标系的坐标之间的关系是 

1 2 1 2( , ), ( , )x x q q y y q q   

雅可比行列式 

1 1

2 21 2

/ /( , )

/ /( , )

x q y qx y
J

x q y qq q

   
 

   
 

面积元:    1 2d d d | | d dS x y J q q   

现在有一积分 

2
( ) ( ) ( )d d

R
I x x y y x y      r   

我们希望在曲线坐标系中的积分能写成以下形式 

2 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( )d d
R

I q q q q q q      r  

此式不是对面积元的积分.把它写成对面积元的积分 

2

1 1 2 2( ) ( )
( ) d

| |R

q q q q
I S

J

 


  
  r        
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面积元相同，则被积函数应完全相等.可见，当 0J  应该有 

    ( )x x  ( )y y 
1

| |J
 1 1( )q q  2 2( )q q                    (5.3.6) 

2. 三维空间 

设曲线坐标系的坐标是 1 2 3( , , )q q q .在一个位矢 1 2 3( , , ) ( , , )q q q x y z r 处的曲线

坐标系与直角坐标系的坐标之间的关系是 

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , )x x q q q y y q q q z z q q q    

雅可比行列式 

1 1 1

2 2 2

1 2 3

3 3 3

/ / /
( , , )

/ / /
( , , )

/ / /

x q y q z q
x y z

J x q y q z q
q q q

x q y q z q

     


       


     

 

体积元:    dV  d d dx y z | |J 1dq 2dq 3dq  

现在有一积分 

3
( ) ( ) ( ) ( )d d d

R
I x x y y y z x y z         r   

我们希望在曲线坐标系中的积分能写成以下形式 

3 1 1 2 2 3 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )d d d
R

I q q q q q q q q q         r  

此式不是对体积元的积分.把它写成对体积元的积分 

3

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )
( ) d

| |R

q q q q q q
I V

J

  


    
  r  

体积元相同，则被积函数应完全相等.可见，当 0J  应该有 

    ( )x x  ( )y y  ( )z z 
1

| |J
 1 1( )q q  2 2( )q q  3 3( )q q     (5.3.7) 

要注意的是，式(5.3.6)和(5.3.7)成立的条件是雅可比行列式不为零.当 J 为零时

的变换式要具体分析.下面我们写出具体的曲线坐标系下的变换式. 

 

3. 平面极坐标系下的 0( ) r r 的运算表示式 

此时直角坐标系的自变量 ( , )x y 与极坐标系的自变量 ( , )r  之间由关系 

cos , sinx r y r     

确定，并且当 

( , )
0

( , )

x y
J r

r 


  


  

时，坐标数对 ( , )x y 和 ( , )r  之间建立了一一对应的关系.面积元为 
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    dS=dxdy dr r d  

对照(5.3.6)可知，此时应有 

0 0 0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

| |

r r r r

J r

       


   
  r r ， 0 0r         (5.3.8) 

对于(5.3.8)式在 0 0r  时都是正确的.即使 0r  也是如此，因为根据函数的运

算规则，最终只有点源 0r 处的坐标 0 0( , )r  起作用. 

但是当 0 0r  时， 0 00, 0x y  和 00, 0r   之间就不是(5.3.6)是那样的一一对

应的关系了.式(5.3.8)不能直接应用，而是要对此式右边做适当的修正. 

先设点质量是均匀分布在 0r r 的圆上，在此圆周上，按的变化，以弧度为

度量基础的均匀密度分布出现了因子1/ 2π .用这个因子代替(5.3.8)式中由角度所

反映的在圆周上源强的集中分布因子 0( )   ，得到 

0
0

( ) 1 1
( )

2π 2π

r r
r r

r r





   

然后再令
0 0r   

1 1
( ) ( 0 ) ( )

2π 2π
r r

r r
    r                               (5.3.9) 

此式就是当 0 0r  时， ( ) r 函数的极坐标表示式.作为对此式的验证，可以看以下

的积分. 

( )d ( ) ( )d d 1S x y x y    r  

1
( )d ( ) d d 1

2π
S r r r

r
    r  

两者结果是一样的.对于径向的积分，下限是0 . 

 

4. 三维球坐标系下的 0( ) r r 的运算表示式 

三维球坐标中的体积元是 

2d d d d | | d d d sin d d dV x y z J r r r        

对照(5.3.7)式可知， 

0 0 0 0

0 0 0 02

1
( ) ( ) ( ) ( )

| |

1
( ) ( ) ( ),     ( 0,0 2π,0 π)

sin

r r
J

r r r
r

       

        


    

        

r r

 (5.3.10) 

由式(5.3.10)也看到，(5.3.1)确实不能当做函数沿坐标轴的分解。 
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当 0 0r  时，仿照极坐标时的情形，先设单位质量是均匀分布在 0r r 的球上.

球具有 4弧度的立体角，因此沿和的角度方向均匀密度分布出现了因子1/ 4π .

用它来代替(5.3.10)式中反映角度分布的因子 0 0

1
( ) ( )

sin
     


  ，再令

0 0r  ，

得到 

    ( ) r
2

1

4πr
 ( )r                                        (5.3.11) 

三维柱坐标系下的 0( ) r r 的运算表示式，我们直接写出结果如下. 

0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )r r z z

r
         r r ， 0 0r                  (5.3.12) 

1
( ) ( ) ( )

2π
r z

r
  r                                       (5.3.13) 

 

 

 

§5.4 函数的广义傅里叶展开 

 

 

尽管函数有一个奇异点，它是一个分段光滑的函数，因此可以用许多常见的

完备函数集展开.由于斯图姆-刘维尔型方程特征函数族{ ( )}ny x 在区间[ , ]a b 上构成

一个完备系，因此，常用这样的完备系来对函数作展开，只要 0( )x x  中的

0 [ , ]x a b . 

设斯图姆-刘维尔型方程 

d d
[ ( ) ] [ ( ) ( )] 0, ( )

d d

y
p x x q x y a x b

x x
      

的特征函数族{ ( )}ny x 在区间[ , ]a b 已经带权正交规一. 

* ( ) ( ) ( )d
b

m n mn
a

y x y x x x                                       (5.4.1) 

那么， 

*

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n

n

x x x x y x y x                            (5.4.2) 

证明 设 

0( ) ( )n n

n

x x c y x    

两边乘以 * ( ) ( )my x x 在区间[ , ]a b 上积分.利用(5.4.1)式.得到 

    
* *

0 0 0( ) ( ) ( )d ( ) ( )
b

n n n
a

c y x x x x x x y x      

因此 
*

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )n n

n

x x x y x y x                               (5.4.3) 
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由于 0( )x x  是一个对称的函数，将展开式也写成关于 x 和 0x 对称的形式.为此在

(5.4.3)式两边乘以
0

( )

( )

x

x




，即得到(5.4.2)式.证明完毕. 

    这儿应注意的是，二阶微分方程的每一个特征值都有两个线性无关的特解，

(5.4.3)式中满足边界条件的解 ( )ny x 都是两个特解的线性组合，组合系数由边界条

件决定. 

    在量子力学中，式(5.4.2)被称为特征函数的完备性关系.这是量子力学中一个

基本而又重要的关系式. 

例 1 厄米方程的正交规一特征函数集是
1/ 4

1
( ), 0,1,2,

π 2 !
n

n
H x n

n
 ，其中

( )nH x 是厄米多项式.如果满足边界条件的解式中只有 ( )nH x 而没有另一个线性无

关的函数即第二类厄米函数，那么， 

2 2
0( ) / 2

0 0

0

1
( ) e ( ) ( )

π2 !

x x

n nn
n

x x H x H x
n




 



   

例 2 勒让德方程的正交规一特征函数集是
2 1

( ), 0,1, 2,
2

l

l
P x l


 ，其中 ( )lP x

是勒让德多项式. 如果满足边界条件的解式中只有 ( )lP x 而没有另一个线性无关的

函数即第二类勒让德函数，那么， 

0 0

0

2 1
( ) ( ) ( )

2
l l

l

l
x x P x P x






   

或者可以写成 

    0 0

0

2 1
(cos cos ) (cos ) (cos )

2
l l

l

l
P P    






   

令 0 0  ，并利用 (1) 1lP  ，见表 3.7，可得 

    
0

2 1
(cos 1) (cos )

2
l

l

l
P  






   

例 3 方程 2( ) ( ) 0m     ，0 2π  的满足周期性条件的正交规一特征

函数集是 i1
e , 0, 1, 2,

2π

m m    . 

0i ( )

0

1
( ) e

2π

m

m

   






    

把此式对 m 的求和写成积分，这一极限形式就是 (5.1.10)式. 
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例 4 将 ( )x x  在区间 , 2πx x    上展开. 

解答 首先要明确在此区间上的特征函数集是什么.如果没有现成的完备的特

征函数集，就构造一个此区间上的二阶微分方程，解出一个完备的特征函数即。 

为此考虑二阶微分方程的边值问题 

2( ) ( ) 0y x y x   ， [ ,2π ]x    ， ( ) (2π ) 0y y     

的解.由于被展开的函数在边界处的值为零，所以用第一类齐次边界条件.方程的通

解可以写成 

( ) sin ( )y x x    

利用边界条件来求得相位 ( )x  中的两个常数和.将通解代入边界条件： 

sin ( ) 0,sin (2π ) 0           

应该有:    ( ) π, (2π ) πm n           

得到  

2 (π ) ( )π, (2π 2 ) ( )πn m n m          

由此解出两个常数的表达式 

( )π

2(π )

( )π ( )(π ) 2 (π ) π
π π

2

n m

n m n m m m

n m n m




 
  

 






   
       

 

 

相位是 

    ( )x  
π

( )
m

x 


   ( ) πx m    

得到方程的解为 

π( )
( ) sin[ ( ) π] ( 1) sin

2(π )

m n x
y x x m


 




    


 

其中 n 是正整数.可以验证，这是正交函数系. 

2π

2π

π π
( 1) sin ( )sin ( )d

2(π ) 2(π )

( )π ( )π
( 1) [cos ( ) cos ( )]d 0

2(π ) 2(π )

m n

m n

m n
x x x

m n m n
x x x









 
 

 
 







  
 

 
     

 





 

我们把函数集归一化. 

2π 2π
2 π 1 π( )

sin ( )d [1 cos ]d π
2(π ) 2 π

m m x
x x x

 

 


 

 

  
    

    

因此正交规一函数系是
1 π( )

{ sin }
2(π )π

n x 






. 
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函数系
1 π( )

{ sin }
2(π )π

n x 






构成了区间 [ ,2π ]x     上，在区域端点为零

的正交规一完备函数系.定义在这个区域上并且在两个端点为零的函数都可以用这

一完备系展开. 

应用(5.4.2)式，得到 ( )x x  函数的展开式： 

1

1 π( ) π( )
( ) sin sin

π 2(π ) 2(π )n

n x n x
x x

 


  





  
 

  
  

    需要说明的是，由于 ( )x x  函数在区域边界上的值为零，例 4 中选取了在区

域边界上为零的完备函数集来作展开.实际上，可以选取完备集来展开函数时，并

不要求完备集中的每一个函数都在区域端点的值为零. 

 

 

 

本章重点 

 

函数的定义。注意，它的作用主要体现在积分里面。 

函数的几种弱收敛的极限。 

恒等式(5.2.16)。 

不同坐标系中函数的的形式。 

 

轻点 

函数的傅里叶变换和拉普拉斯变换。式(5.1.24)对任意复数 z 都是适用的。 

函数的广义傅里叶展开(5.4.3)。 

 

小贴士 

 

本章(5.2.17)给出了态密度的定义式。以后在学习固体理论这一课程的时候，

在声子这一部分的内容里会讲到态密度，就是这个定义式。学到那个内容的时候，

再回头来看一下本章 5.2.1 小节例 1 的内容，是有好处的。 

函数在下一章讲格林函数时，起着重要的作用。它是定义格林函数不可或缺

的成分。 

可以把本章提到的泛函的概念与第一章的对照一下。 

注意(5.2.20)，在高等量子力学中，此式称为一维自由空间中的传播子(传播函

数)。也就是说，这个传播子就是(5.2.19)的解。式(5.2.19)左边是薛定谔算符，右边

是函数，其解就是传播子。学习高量课程的同学，在学到传播子的内容的时候，

可以回顾一下这里的内容。此两式体现了传播子的数学内容。特别是，把高量中

说的传播子满足的方程与本章的(5.2.19)式做对照。本章没有介绍得到解(5.2.20)的

经过。高量中介绍了求解步骤。 

在(5.2.19)式中，对坐标二次导数的负号，就是一维自由粒子的动能算符，讲

此算符换成哈密顿算符，就是一维系统的传播子应满足的方程。若哈密顿量是一

维谐振子的哈密顿量，那么，解就是一维谐振子的传播子。 

 

 



 23 

布置习题： 

做以下习题 2,3,6,7,8,10，12，此外，再任选 5 题。 

 

 

习题 

 

1. 证明(5.1.16)式. 

(提示：在上半或者下半复平面补上无穷大半圆，构成闭合回路后，用留数定理积

分.) 

2. 证明
2

2

d
| | 2 ( )

d
x x

x
 .(提示： | | ( ) ( )x x x x x    )  

3. 证明 ( )

0

( ) ( )
!

n
n

n

a
x a x

n
 





  .此式表明，函数可以像普通函数那样做泰勒展开. 

4. 证明： 2 ( ) 0x x   . 

5. 
( ) ( )n x 当 n 是偶数时，是偶函数，当 n 是奇数时，是奇函数. 

6. 证明：设 ( )g x 的零点 kx 全为一阶的，则 

( )
[ ( )]

| ( ) |

k

k k

x x
g x

g x








  

(提示：在 ( [ ( )], ( ))g x x  积分中，令 ( )g x y 把对 x 的积分转换成对 y 的积分.) 

由此证明以下几个特例. 

(1) 
( )

( )
| |

x
ax

a


   

(2) 2 2 ( ) ( )
( )

2 | |

x a x a
x a

a

 


  
   

(3) 当 ( ) ( )( )g x x a x b   ， ( , ) ( )g x a b a b     ， 

(4) (e 1) ( )x x    

(5) 
1

(sin ) ( π)
k

x x k 




   

7. 利用上题的结果计算以下积分. 

(1) 
2 2d ( 5 6)(3 7 2)x x x x x




     

(2) 
2 2d ( π )cosx x x




  

(3) 
1/ 2

2
d (sin π )( )

3

xx x


  
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(4) 
2

d (e ) lnxx x




  

8. 求 2d
( 1)

d
x

x
   

9. (1) 证明：如果空间有一个电偶极子，那么其电荷密度的分布(r)是用函数的导

数来表示的；(2) 
2

2

d
( ) ( 1)

d
x x

x
   代表一个什么样的电荷分布？ 

10. 我们已经在 (5.2.13)式证明了 (5.1.10)式的 i1
( ) e d

2π

tt  





  可以看成是

(5.2.9b)式的
sin

( )
π

N

Nx
x

x
  的弱收敛极限 .证明，它也可以看成是 (5.2.8)式的

2 2

1
( )

π
x

x









的弱收敛极限. 

11. 计算以下拉普拉斯变换： [ ( )]L x y  ， ( )[ ( )]nL x . 

12. 证明极限：
| |/

0
lim ( )

2

xe
x











  这一弱收敛形式称为指数脉冲. 

13. 证明 
2 2

1
( )

π
x

x









在 0  的极限是函数. 

14. 证明(5.2.12)式的函数弱收敛于 ( )   .即 

2

21

1 1
lim ( )

2π 1 2 cos( )r

r

r r
  

 


 

  
 

15. 设
sin

( )
2π(cosh cos )

f x
x









，证明：

π

1,0 ( , )
lim ( )d

0,0 ( , )

b

a

a b
f x x

a b


 


 


 .因此， 

π

sin
lim ( )

2π(cosh cos )
x

x








. 

16. 证明
1

lim [1 tanh( )] ( )
2n

nx x


   

17. 证明
2 2

32
lim e ( )

π

n x

n

n x
x


  . 

(提示：乘以函数空间 K 中的任一函数.做分部积分.与(5.2.7a)对照.再做一次分部积

分.) 

18. 计算积分
0

cos cos dax bx x


  (设 0, 0a b  .) 

(提示：将三角函数写成 e 指数的形式.) 

19. 计算下列积分. 

(1) 
( )e sin ( )dat nI bt t t




  ，n 分别为 0，1 和 2. 

(2) 
( ) 4(cos sin ) ( 1)dnt t t t




  ，n分别为 0和 1. (复平面上所有的零点都不能遗漏.) 
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20. 若函数 ( )f x 在 x a 处是不连续的.左右侧极限分别记为 ( 0 )f a  和 ( 0 )f a  .

那么，利用(5.2.6)式证明 

    ( )f x


 ( )x a  dx
1

[
2

 (f a 0 )+ ( 0 )f a  ] 

21. 函数 ( )x 是 ( )x 函数的开根号.由 ( )x 函数的定义式(5.1.1a)，显然应该有 

0,   0
( )

,  0

x
x

x



 

 
 

利用利用(5.2.6)式证明:  ( )d 0x x



  

利用 ( )x 函数的弱极限的其它表达式(5.2.7)~式(5.2.11)能否证明这一结论？ 

22. 利用(5.2.6)式证明 

2 ( )
( )

2 | |

x
x

x


 

 

等号右边的函数也出现在对于具体物理问题的讨论中.[12,13] 

23. 在球坐标系 ( , , )r  r 中，设单位源强的点源位于正 z 轴上 r0 处.试作出

0( ) r r 的运算表示式.(提示：先把单位源强均匀分布在圆周 0 0, 0r r     上.) 

24. 在三维柱坐标系 ( , , )r zr 中，设单位源强的点源位于正 z 轴上 r0 处. (1) 

0 0(0, ,0)zr 处，(2) 0 (0,0,0)r 处，试分别作出 0( ) r r 的运算表示式. 

25. 证明 ( ) ( 2 π)
n

f x x n




  是个周期为 2的函数.求这个函数的傅里叶变换. 

并在弱收敛的意义下，验证所得级数的和确实是 ( )x . 

（提示：可利用公式
sin[( 1/ 2) ]

1 2cos 2cos 2 2cos
sin( / 2)

n x
x x nx

x


     ） 

26. 证明：  0

2 2

0 0 0

21 1

i0 i0 i0



       
 

     
 

这是在研究物理系统对外场响应，例如计算介电函数时所要用到的结果. 

27. 求函数
1

1
( ) ( )

!n

t t n
n

 




  的傅里叶变换. 

28. 证明
d

( ( )) ( ) ( ( ))
d

f x f x f x
x
   和 ( ( )) ( ) ( ( )) 0f x f x f x   ，并由此证明：函

数 2 2( , ) ( )x y x y   是方程 2 0x y
x y

 


 
  

 
的解.  


