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§6.1 格林函数的基本理论 

 

 

6.1.1 格林函数的定义 

 

定义 1 设有一算符 ( )L x ，则满足如下方程 



 [ ( )] ( , ) ( )L x G x x x x                              (6.1.1a) 

或者 

[ ( )] ( , ) ( ) / ( )L x G x x x x x                               (6.1.1b) 

的解 ( , )G x x 称为格林函数. 

需要对于式(6.1.1)做一些解释.变量 x( x同 x)是一个笼统的代表.它可以是时间

t，这时 x t ，x 表示 t 这个时刻；也可以是空间坐标 r，这时 x  r ，x 代表空间中

的一个点，空间坐标可以是一维、二维和三维的；也可以包括了空间和时间坐标，

这时 ( , )x t r ，x 表示了一个时空点；等等.如果变量 x 中不含时间 t，就称为不含

时格林函数.如果变量 x 中含时间 t，就称为含时格林函数. 

式(6.1.1)右边的函数，关于它的数学理论已经在第 5 章介绍.当 x 代表时间 t，

就是 ( )t t  ；当 x  r ，就是 ( ) r r ；当 (x  r , )t ，就是 ( ) ( )t t   r r .式(5.2.19)

给出一例，其解为(5.2.20).上一章已经介绍了 ( ) r r 在不同坐标系下的形式. 

等式左边的是一个参量，一般可以是一个复数.因此，格林函数实际上也是参

变量的函数，不过我们未在 ( , )G x x 中显式地标出. ( )L x 是一个算符，一般是一个

微分算符.当 x t ， ( )L t 就含有对时间的求导；当 x  r ， ( )L r 就含有对空间坐标的

求导；当 ( , )x t r ， ( , )L tr 就含有对时间和空间坐标的求导. 

最常见的形式是二阶微分算子.若二阶微分算子算子写成施图姆-刘维尔形式，

其中是含有一个权函数 ( )x .这个权函数在解函数的正交归一化中起作用.这种情

况下，采用式(6.1.1b)的形式来求解格林函数.一般情况下，则用(6.1.1a)式.这时，可

以认为权函数 ( ) 1x  .注意，当不涉及正交归一化，内积中的权函数是可以任意选

择的，只要在积分区间上 ( )x 不变号. 

以下推导的公式，是按照(6.1.1b)的形式推导的.在不涉及特征函数集的情况下，

只要将这这些公式中令 ( ) 1x  ，就得到相应于式(6.1.1a)的公式. 

由于 ( )L x 是一个微分算符，因此 ( , )G x x 满足的是一个微分方程.只是方程的右

边是一个特定的函数，即函数. 

既然 ( , )G x x 满足的是一个微分方程，在变量 x 含空间坐标时，就需要考虑边

界条件；在变量 x 含时间坐标时，就需要考虑初始条件.以下把边界条件和初始条

件统称为边界条件.因此，当我们求解格林函数的时候，一定要同时指明边界条件.

以后如果我们不特别指明边界条件，就意味着在任何一个方向都没有限制的无界

空间求解格林函数. 

无界空间内的格林函数的解，一般称为格林函数的基本解. 

 

 



6.1.2 格林函数的作用和性质 

 

   

  1. 格林函数的作用 

如果要求满足一定边界条件的非齐次微分方程 

[ ( )] ( ) ( )L x x f x                                          (6.1.2) 

的解，我们可以先求解出相应的齐次微分方程 

[ ( )] ( ) 0L x x                                             (6.1.3) 

的解 ( )x ，和方程(6.1.1)的解 ( , )G x x .那么(6.1.3)的解可用 ( )x 与 ( , )G x x 表示如下. 

    ( )x = ( )x +  ( )x ( , )G x x ( )f x dx                          (6.1.4) 

此式的证明：将此式代入(6.1.2)并利用方程(6.1.3)和(6.1.1)， 

[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( , ) ( ) ( )d

1
[ ( )] ( , ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( )d ( )

( )

L x x L x x L x G x x x f x x

L x G x x x f x x x x x f x x f x
x

     

   


       

           



 
 

其中利用了函数的取样性质. 

    在 3.1.1 小节中我们已经提到过，二阶非齐次常微分方程的解，就是相应的齐

次微分方程的通解加上非齐次方程的一个特解.而(6.1.4)的第一项正是齐次微分方

程的通解，第二项是非齐次方程的一个特解.可见，从数学的角度来说，格林函数

主要用于求解非齐次方程的特解.假设齐次方程的解已经给出.对于二阶齐次微分

方程的解，第三章已经给出了比较一般的理论.本章给出一个求非齐次方程的特解

的标准方法.就是，只要求出了格林函数，那么方程(6.1.3)的特解就是式(6.1.4)的后

一项. 

在第三章曾经给出一个非齐次方程通解的公式(3.1.18)和(3.1.24)式.式(6.1.4)的

优点是，其中的格林函数 ( , )G x x 有比较明确的物理意义，并且它适用于高维的情

况.而式(3.1.24)只适用于一维情况. 

我们在写出通解(6.1.4)的时候，还没有考虑到边界条件.对于具体的边界条件，

通解的表达式中会加上由于边界条件而出现的项.后面会讨论. 

凡是有一个微分方程(6.1.2)或者(6.1.3)，就有对应的格林函数所满足的方程

(6.1.1).这时我们称这个格林函数就是方程(6.1.2)或者(6.1.3)的格林函数.它们的边

界条件是否一定相同，视具体情况而定.如果方程(6.1.1)满足一定的边界条件，我们

就称此为满足边值问题的格林函数. 

 

3. 格林函数的存在唯一性和对称性 

1) 格林函数的存在唯一性 

设有 n 阶常微分算子 

0

d
( ) ( )

d
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i i
i

L x p x
x

                                    (6.1.5) 

其中 ( ), 0,1, 2, ,ip x i n 是连续函数.设有如下齐次边值问题 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0,

d
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i i
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L x y x p x y x a x b
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                      (6.1.6a) 
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y a y b k n  



                  (6.1.6b) 

其中方程和边界条件都是齐次的. 

与边值问题(6.1.6a)相应的格林函数满足的方程是 

( ) ( , ) ( ), ,L x G x x x x a x x b                             (6.1.7a) 

, ,

0

d d
{ [ ( , )] [ ( , )] } 0, 1, 2, ,

d d

i in

k i x a k i x bi i
i

G x x G x x k n
x x

  



        (6.1.7b) 

符合这一边值问题的格林函数的特点是，在 x x 处，
1

1

d
( , )

d

n

n
G x x

x




 是不连续的，

其它各阶导数则都是连续的. 

    定理 1 若齐次边值问题(6.1.6)没有非零解，那么(6.1.7)有且仅有一个格林函数

的解. 

  2) 格林函数的对称性 

在 ( ) 1x   时，方程右边只剩函数，是 x x 的函数.如果求解区域是无限大的，

可以有 

d d

d d( )x x x



                                           (6.1.8) 

此时如果算符(6.1.5)中的各 ( )ip x 都是 x x 的函数，包括与 x 无关的常数，那么，

容易看到格林函数一定具有以下形式： 

( , ) ( )G x x G x x                                           (6.1.9) 

如果 x t ， ( , ) ( )G t t G t t   ，表示时间平移不变性；如果 x  r ， ( , ) ( )G G  r r r r ，

表示空间平移不变性. 

    在许多情况下，格林函数是关于变量交换对称的函数 

( , ) ( , )G x x G x x                                       (6.1.10) 

注意，如果求解区域不是无限大，式(6.1.8)也不成立，格林函数也就不能写成

(6.1.9)式右边的形式. 

一维情况下，我们明确写出，无限大区间是指 

,x x                                            (6.1.11) 

对于有限区间的情况.我们将在 6.4.1 小节对于算符 ( )L x 是斯图姆-刘维尔算符

的情况，证明： * *

1 2 2 1( , ; ) ( , ; )G x x G x x  . 

    以下我们主要讨论二阶微分方程的格林函数. 

 

 

6.1.3 格林函数的求解方法 

 



 

有一些比较标准的求解格林函数的方法.本小节主要介绍特征函数法、分段表

示法和傅里叶变换法三种.后面的各节是应用这三种方法的具体实例.要特别注意

每种方法的适用条件. 

 

1. 特征函数法 

对于一个量子力学的系统，如果哈密顿量 H 已知，那么，就可以求出相应的

特征值和特征函数.数学上与此对应的是，二阶微分方程的斯图姆-刘维尔系统，可

以求出满足一定边界条件的特征值和特征函数. 

一般地，假定算符 ( )L x 的特征值 n 和对应的特征函数 ( )n x 已经求出，记 

( ) ( ) ( )n n nL x x x                                          (6.1.12) 

其中特征函数集{ ( )}n x 遵从一定的边界条件，属于不同特征值的特征函数是相互

正交的，并且设特征函数集{ ( )}n x 已经归一化.那么，格林函数总是可以用这一特

征函数集作如下展开. 

( , ) ( ) ( )n n

n

G x x c x x                                       (6.1.13) 

为了求出展开系数 ( )nc x ，两边用算子 ( )L x  作用之后，得到 

( ) ( ) ( )[ ( )] ( ) ( ) ( )( ) ( )n n n n n

n n

x x x c x L x x x c x x                

两边乘以 * ( )m x 并对 x 积分，  

    * *d ( ) ( ) ( )( ) d ( ) ( ) ( )m n n m n

n

x x x x c x x x x x            

利用{ ( )}n x 的正交归一性，就求得系数的表达式 

* ( )
( ) m

m

m

x
c x



 


 


 

格林函数的表达式为 

*( ) ( )
( , , ) n n

n n

x x
G x x

 


 


 


                              (6.1.14) 

其中把参量显式地表示出来.如果特征值是连续谱，那么求和就写成积分.式(6.1.14)

表明，格林函数的参变量不能等于式(6.1.12)的特征值 n ，因为等于特征值处，

是格林函数的一级极点.这样的点上格林函数没有定义. 

如果 m  是谱{ }n 中的某一数值，怎么处理呢？(i)若 n 是分立谱，可定义

一个广义格林函数.将在 6.4.3 小节中介绍.(ii)若{ }n 是实连续谱，可以让参量在复

平面的上半平面或者下半平面无限趋近实轴，从而定义格林函数的的两个侧极限.

这两个侧极限都是有物理意义的.将在求基本解时介绍. 



特征值 n 的下标只写了一个指标 n.对于二维和三维情况，应该分别有两个和

三个指标，此时(6.1.14)式中应对所有指标求和. 

 

2. 分段表示法 

此法只适用于一维情形.分段表示法的要点是：对于  x x 和 x x 的两个区

域，方程(6.1.1)的右边都是为零.因而，在这两个区域，我们要求解的方程是 

[ ( )] ( ) 0L x x                                           (6.1.15) 

求解时，先不考虑边界条件. 

我们以 ( )L x 是二阶常微分方程的斯图姆-刘维尔算符 

2

2

d d 1 d d
( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

d d ( ) d d
L x A x B x C x p x q x

x x x x x
            (6.1.16) 

为例，介绍求解(6.1.1)式的分段表示法. 

    当算符 L(x)是斯图姆-刘维尔型时，方程(6.1.1)成为 

d d
[ ( ) ( ) ( )] ( , ) ( )

d d
x p x q x G x x x x

x x
                       (6.1.17a) 

相应于(6.1.15)的齐次方程为 

1 d d
[ ( ( ) ( ))] ( ) 0

( ) d d
p x q x x

x x x
 


                             (6.1.17b) 

在第三章中我们知道，一定可以求出 ( )L x 的两个线性无关的特解 1( )x 和 2 ( )x .两

个区域的格林函数都应该写成这两个特解的线性组合： 

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ),  
( , )

( ) ( ) ( ) ( ),  

c x x c x x x x
G x x

d x x d x x x x

 

 

   
  

   
                      (6.1.18) 

要求格林函数在  x x 处是连续的， 

    [ 1c ( )x 1( )d x ] 1( )x  +[ 2 ( )c x 2 ( )d x ] 2 ( ) 0x                 (6.1.19) 

把方程(6.1.17a)两边对 x 从 0x x   到 0x x   积分.由于积分区域是无穷

小，凡是连续函数的积分都为零.两边积分的结果为 
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在 x x 的左右两侧的格林函数的表达式已经知道，就是(6.1.18)式，求导后代入上

式，得到 

1 1 1 2 2 2( ) ( )[( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )] 1x A x c x d x x c x d x x                    (6.1.20a) 

当二阶微分算符的系数都是常数，即 A(x ), B(x)和 C(x)都是常数，我们使用(6.1.1a)， 

02
0

20
0

d d d
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将这一结果代入(6.1.18)式，就得到 

1 1 1 2 2 2[( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )] 1A c x d x x c x d x x                 (6.1.20b) 

式(6.1.20)和(6.1.19)联立，即可求得 

2 1
1 1 2 2

( ) ( )
( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x
c x d x c x d x

x A x W x x A x W x

 

 

 
       

     
  (6.1.21) 

其中 

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )W x x x x x                                  (6.1.22) 

是朗斯基行列式.已知 1 和 2 是线性无关的，故朗斯基行列式不为零.对于(6.1.20a)

的情况，我们记， 

1 2( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ))WA x x A x W y x y x                             (6.1.22a) 

对于(6.1.20b)的情况，我们记 

1 2( ) ( ( ), ( ))WA x AW y x y x                                  (6.1.22b) 

把式(6.1.21)代入(6.1.18)，总是还剩下两个参量未定.它们是要根据边界条件来定的.

可以把格林函数写成以下几种表达式. 

    (i)  

2
1 1 2 2

1
1 1 2 2
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           (6.1.23a) 

特殊情况，若 1 2( ) ( ) 0d x c x   ，(6.1.23a)式简化为 
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                            (6.1.23b) 

并进一步可利用阶跃函数统一写成 

2 1 1 2

1
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     (6.1.23c) 

 (ii)  
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    (6.1.24a) 

或者 

2 1 1 2
1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )W

x x x x
G x x d x x d x x x x

A x

   
  

 
      


(6.1.24b) 

一旦建立了边界条件，就可求出 1 2( ), ( )d x d x  . 



特殊情况，若 1 2( ) ( ) 0d x d x   ，(6.1.24b) 式简化为 

 2 1 1 2

1
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            (6.1.24c) 

 (iii)  
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    (6.1.25a) 

或者 

    ( ,G x x ) = 1 1( ) ( )c x x + 2 2( ) ( )c x x  

    +
1

( )WA x
[ 2 1( ) ( )x x  1 2( ) ( )x x  ] ( )x x                   (6.1.25b) 

一旦建立了边界条件，就可求出 1 2( ), ( )c x c x  . 

特殊情况，若 1 2( ) ( ) 0c x c x   ，(6.1.25b) 式简化为 

2 1 1 2

1
( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )

( )W

G x x x x x x x x
A x

         


              (6.1.25c) 

将(6.1.14)式与(6.1.23-25)诸式比较，需要说明以下三点. 

(1) ( , )G x x 是参变量的函数，因此(6.1.23)-(6.1.25)诸式的分母朗斯基行列式

是含参变量的两个线性无关解的组合. 

(2) 分段表示法主要用于变量 x 是一维坐标的情况，使用了从 x x 的左侧到

右侧的积分，如(6.1.20)式那样.而特征函数法对于变量 x 没有限制，x 可以是 6.1.1

小节中说的任意情况，即可以是多维坐标. 

(3) 特征函数法是有一系列特征值及相应特征函数的最一般的情况.若相应的

边值问题(6.1.12)无非零特征函数，就不能运用此法. 

在§6.5 中，将介绍在二维和三维空间如何应用分段表示法. 

 

3. 傅里叶变换法 

如果算符 ( )L x 是常系数微分算符，且求解区域是无限大的，即(6.1.11)时，可

以用傅里叶变换的方法来求解格林函数. 

例如，算符 ( )L x 是一维的二阶常系数微分算符，即为如下形式 

2

2

d d
( ) 2

d d
L x A B C

x x
                                   (6.1.26) 

我们以变量 x 是时间 t 为例来说明此方法.按照(6.1.1a)来求格林函数满足， 

2

2

d d
( 2 ) ( , ) ( )

d d
A B C G t t t t

t t
                             (6.1.27) 

这时由(6.1.8)式知，格林函数具有平移不变性，即有(6.1.9)的形式. 



2

2

d d
( 2 ) ( ) ( )

d d
A B C G t t t t

t t
                            (6.1.28) 

对格林函数做傅里叶变换 

i ( )1
( ) ( )e d

2π

t tG t t G  


 


                             (6.1.29) 

将它与 ( )t t  函数的傅里叶变换代入方程(6.1.28). 

    ( 2A 2iB +C) ( )G  1                               (6.1.30) 

解得格林函数的傅里叶变换式 

2

1
( )

2i
G

A B C


 

  

                                (6.1.31) 

代入(6.1.29)式， 

i ( )

2

1 e
( ) d

2π 2i

t t

G t t
A B C




 

 



 

                          (6.1.32) 

式(6.1.31)的分母正是算符(6.1.26)的根的判别式，它有两个根，设两个根分别

为 1 和 2 且 1 2  ，那么 

    2

1 22i ( )( )A B C A                                  (6.1.33) 

其中 

    1 =
1

A
( iB + 2AC B ), 2 =

1

A
( iB

2AC B  )         (6.1.34) 

式(6.1.31)可写为 

    ( )G 
2 1

1

 



(

1

1

  2

1

 



)                            (6.1.35) 

代入(6.1.32) 

i ( ) i ( )

2
1 2

1 e e
( ) ( )d

4π

t t t t

G t t
AC B

 


   

    



   

 
                (6.1.36) 

此处有两项积分，被积函数都具有一级极点.对于每一项，根据一级极点 1 或者 2

在复平面内的位置来决定是在上半平面还是在下半平面补上无穷大积分路径构

成闭合回路积分，再利用留数定理求得积分的数值. 

 

4. 求解非齐次方程的步骤 

根据上面的叙述，我们叙述求解非齐次方程(6.1.2)的大致的步骤. 

(1) 求解相应的齐次方程(6.1.3)，得到其特征值和对应的特征函数. 

(2) 求解格林函数满足的相应的方程(6.1.1)，其中或者要用到前一步求出的特

征值和特征函数，或者要用分段表示法求解. 

(3) 由(6.1.4)式得到非齐次方程(6.1.2)的通解. 

 

 

 

§6.2 拉普拉斯算子的基本解 



 

 

本节我们考虑一个简单的情况,式(6.1.1)中的算子 ( )L x 是拉普拉斯算子， 
2( )L  rr                                               (6.2.1) 

现在的权函数 ( ) 1x  .方程 
2 ( ) 0 r r                                               (6.2.2) 

称为拉普拉斯方程，也称为调和方程.满足调和方程的函数称为调和函数.而方程 
2( ) ( ) 0  r r                                           (6.2.3) 

称为亥姆霍兹方程.在亥姆霍兹方程中通常将参量写成 2  k . 

对应于亥姆霍兹方程的格林函数满足的方程就是 
2( ) ( , ; ) ( )G     r r r r r                                 (6.2.4) 

求出格林函数之后，令其中的参量 0  ，就得到了拉普拉斯方程对应的格林函数.

式(6.2.4)的求解区域V是全空间, 边界条件是: 格林函数在无限远处应是有限值. 

我们用特征函数法求解.为此先求出拉普拉斯算子的特征函数. 
2 ( ) ( )n n n   r r r                                         (6.2.5) 

也就是求解亥姆霍兹方程.(6.2.5)式的特征函数是: 

i1
( ) e

2π
d

  k r

k r                                           (6.2.6) 

其中 1,2,3d  分别对应于一维、二维和三维的情况.特征值为 

2

n  k                                                    (6.2.7) 

现在矢量 k 就可用来代替特征值的下标 n. 可以套用公式(6.1.14)来求得格林函数.

在计算之前，应考虑如何求和. 

式(6.2.7)表明特征值构成连续谱, 范围从 0 ~ +, 没有分立特征值.每一个特征

值对应于k 两个值.每一个 k 对应一个特征函数.物理上，这叫做二重简并.注意在

(6.1.14)式中求和，要包括所有简并的状态.在本例的情况，(6.1.14)式中对 n 求和要

写成对 k 的求和.而 k 的范围是整个空间.又 k 的变化是连续的，因此求和要写成积

分.对于二维和三维空间，k 是一个矢量，分别有两个和三个分量，也就是在二维

和三维空间积分.根据这些讨论，将求和写成如下形式. 

* i ( )

2 2

( ) ( ) d e
( , ; )

(2π)d
G

 


 

 
  

 
 

k r r

k k

k

r r k
r r

k k
                    (6.2.8) 

此处简记d ddk k .下面按照一维、二维和三维的情况分别作具体计算. 

    一般情况下，是个复数，其根号记为 

ip q                                                  (6.2.9) 

以下的讨论中都设 Im 0  和 0p  .对于其它情况，可做类似的讨论. 

 

 

6.2.1 三维情况 

 

三维情况 d=3.令  ρ r r , 且 ρ与 k之间的夹角为 θ, 可直接对(6.2.8)式计算积

分. 
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其中将第二个等式中的后项作 k k 的变换成为(,0)区间内的积分. 

    

i i

2 -

i i

2 -

1 e e
( , ; ) ( )d

8iπ

1 e e
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8iπ ( i ) ( i )

k k

k k

G k
k k

k
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r r

                      (6.2.10) 

现在我们设有一复 k平面,(6.2.10)式是沿着其实轴积分.我们利用留数定理进行积分.

式(6.2.10)中的两项都只能在上半平面补上无限大半圆构成闭合回路作积分.现在

 如(6.2.9)式，则被积函数中的两项的极点位置分别在上下平面，因而只能有一

项对积分有贡献. 

若 0q  , 则(6.2.10)中第一项的极点  在上半平面内，第二项的极点  在

下半平面内.只有第一项的积分有贡献.积分结果为 

i | | i( i )| |
(1)

0

e e i
( , ; ) ( | |), 0

4π| | 4π| | 4π

p q

G h q
 

 
   

        
  

r r r r

r r r r
r r r r

    (6.2.11a) 

其中最后一个等式见(4.5.24c)，结果就是零阶第一类球汉克尔函数.若 0q  , 则

(6.2.10)中第二项的极点  在上半平面内.只有这一项的积分有贡献.积分结果为 

i | | i( i )| |
(2)

0

e e i
( , ; ) ( | |), 0

4π| | 4π| | 4π

p q

G h q
 

 
     

       
  

r r r r

r r r r
r r r r

   (6.2.11b) 

最后结果表示成零阶第二类球汉克尔函数，见(4.5.24d)式. 

如果 0  是个负实数, 那么只要在(6.2.11a)或者(6.2.11b)式中令 0p  .由前者

得到 

| |
2 (1)

0

e
( , ; ) (i | |), 0

4π| | 4π

q q
G q h q q

 

      


r r

r r r r
r r

                (6.2.12) 

特别是当其中 0q  即 0  时， 

1
( , ;0)

4π| |
G   


r r

r r
                                     (6.2.13) 

这正是三维方程 

2 ( , ;0) ( )G    r r r r r                                      (6.2.14) 

的解.满足方程(6.2.14)的格林函数的物理意义是：位于 r 的点电荷在三维空间各点

产生的电势. 



如果 0  是个正实数(也即在算子 2( )L  rr 的谱范围内), 由于式(6.2.10)中

两项被积函数的极点都在实轴上, 无法积分, 所以格林函数没有定义.此时，我们可

以利用(6.2.11)式的结果定义两个侧极限.在(6.2.11)式中令虚部 q是个无穷小量并且

在最后忽略这个无穷小量.那么就分别得到 

i | |
2 (1)

0

e i
( , ; ) ( | |), 0

4π| | 4π

p p
G p h p p


       



r r

r r r r
r r

              (6.2.15a) 

i | |
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e i
( , ; ) ( | |), 0

4π| | 4π

p p
G p h p p

 
      



r r

r r r r
r r

             (6.2.15b) 

G表示参量在上半平面无限趋近于正实轴的极限，G则表示参量在下半平面无

限趋近于正实轴的极限.因此当为正实数的时候，我们可以选择这两式之一.那么

到底应该选择其中哪一个呢？式(6.2.15a)表示从中心向外发散的球面波，而

(6.2.15b)则表示从无穷远处像中心汇聚的球面波.因此，如果要考虑发散波，用

(6.2.15a)式；若要考虑汇聚波，则用(6.2.15b)式. 

 

 

6.2.2 二维情况 

 

二维情况 d=2.令  ρ r r , 且 ρ与 k之间的夹角为 θ, 可直接对(6.2.8)式计算积

分. 

i ( ) i cos

2 2 2 2

d e d d e
( , ; )

(2π) (2π)

kk k
G

k

 


 

 

  
  

k r r
k

r r
k

                    (6.2.16) 

平面波因子 i cose k  可以按照贝塞尔函数展开.见(4.3.20b)式. 

i cos
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e ( ) 2 i ( )cosk n

n
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代入(6.2.16)式，得到 
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       (6.2.17) 

显然，对角度积分之后，只剩下零阶贝塞尔函数的项不为零.再把零阶第一类贝塞

尔用第三类贝塞尔函数来表达，见(4.5.1)式. 

(1) (2)

0 0 0

1
( ) [ ( ) ( )]

2
J z H z H z   

就得到(6.2.17)的最后等式.由(4.5.6)式得到零阶第一类和第二类汉克尔函数之间的

关系， 

(1) (2)

0 0( ) ( )H z H z                                          (6.2.18) 

可以只积分其中一项，同时把积分区域扩展到整个实轴. 
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) dk (6.2.19) 

与三维情况一样，我们利用留数定理进行积分.先看汉克尔函数在无限远处的极限

行为. 

(1) 2 π π
( ) exp[i( )]

π 2 4
H k k

k



 


                        (6.2.20a) 

(2) 2 π π
( ) exp[ i( )]

π 2 4
H k k

k



 


                        (6.2.20b) 

可见，式(6.2.19)中的两项都只能在上半平面补上无限大半圆构成闭合回路作积

分.  如(6.2.9)式，则被积函数中的两项的极点位置分别在上下平面，因而只能有

一项对积分有贡献. 

若 0q  , 则(6.2.19)中第一项的极点  在上半平面内，第二项的极点  在

下半平面内.只有第一项的积分有贡献.因此， 

(1)
(1)0
0

-

( )1 i
( , ; ) d (( i ) ), 0

8π 4

H k
G k H p q q

k


 






      


r r         (6.2.21a) 

若 0q  , 则(6.2.19)中第二项的极点  在上半平面内. 只有这一项的积分有贡献.

积分结果为 

(1)
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( )1 i
( , ; ) d ( ( i ) ), 0

8π 4
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r r        (6.2.21b) 

如果 0  是个负实数, 那么只要在(6.2.21a)或者(6.2.21b)式中令 0p  .由前者

得到 

2 (1)

0 0

i 1
( , ; ) (i ) ( ), 0

4 2π
G q H q K q q      r r                   (6.2.22) 

其中利用了公式 (1) i π/22
(i ) ie ( )

π
H z K z

 

  ，K0 是零阶变型第二类贝塞尔函数. 

特别是当 0q  即 0  时,利用汉克尔函数的渐近式 (1)

0

2
( 0) ~ i ln

π 2

z
H z  ,得到 

i 2 | | 1
( , ; 0) i ln (ln | | ln )

4 π 2 2π 2
G

 



     

r r
r r r r  

后一项虽然是无穷大，却是一个常数． 

 因此， 0  时，得到二维拉普拉斯算子的格林函数： 

1
( , ;0) ln | |

2π
G   r r r r +常数                             (6.2.23) 

注意：出来一无穷大常数的原因，是在(6.2.19)式中当 0  时，被积函数在原点不

是简单的一级极点. (思考：为什么说 0  处不是简单的一级极点？) 

式(6.2.23)的格林函数满足二维空间的拉普拉斯方程 2 ( , ;0) ( )G    r r r r r ，它

的物理意义是：二维空间中位于 r 的点电荷在空间各点产生的电势. 



如果 0  是个正实数(也即在算子 2( )L  rr 的谱范围内), 由于式(6.2.19)中

两项被积函数的极点都在实轴上, 无法积分, 所以格林函数没有定义.此时，我们可

以利用(6.2.21)式的结果定义两个侧极限.在(6.2.21)式中令虚部 q是个无穷小量并且

在最后忽略这个无穷小量.那么就分别得到 

2 (1)

0

i
( , ; ) ( ), 0

4
G p H p p    r r                             (6.2.24a) 

2 (1) (2)

0 0

i i
( , ; ) ( ) ( ), 0

4 4
G p H p H p p       r r                 (6.2.24b) 

因此当为正实数的时候，我们可以选择这两式之一.G表示参量在上半平面无限

趋近于正实轴的极限， G则表示参量在下半平面无限趋近于正实轴的极限.由

(6.2.20)是可知，第一类汉克尔函数的渐进式表示了它是向无限远处去的出射波，

而第二类汉克尔函数的渐进式表示了它是从无限远处来的入射波.因此，当我们考

虑从中心发出的出射波的行为时，就用G，若考虑向中心的汇聚波的行为，就用

G . 

若将两个位置矢量 , r r 的大小和方向代入(6.2.21)式，则得到 

(1) (1) 2 2

0 0

i i
( , ; ) ( | |) ( 2 cos )

4 4
G H H r rr r           r r r r   (6.2.25) 

式中是 , r r 之间的夹角. 

 

 

 

6.2.3 一维情况 

 

 

一维情况 d=1. 容易直接对(6.2.8)式计算积分. 

i ( ) i ( ) i ( )

2

1 e 1 e e
( , ; ) d d ( )

2π 4π

k x x k x x k x x

G x x k k
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      (6.2.26) 

利用留数定理进行积分.  是(6.2.9)式. 

当 0q  时，第一项的极点在上半平面内，第二项的极点  在下半平面内.

积分时要注意，当 0x x  ，只能在上半平面补上无穷大半圆构成积分回路，因此

只有第一项积分不为零；当 0x x  ，只能在下半平面补上回路积分，只有第二项

积分不为零. 

i( i )| |e
( , ; ) , 0

2i

p q x x

G x x q


 

                                  (6.2.27a) 

当 0q  时，积分的结果为 



i( i )| |e
( , ; ) , 0

2i

p q x x

G x x q


  

                                  (6.2.27b) 

如果 0  是个负实数, 只要在上两式中令 0p  ， 

2 | |1
( , ; ) e , 0

2

q x xG x x q q
q

                                   (6.2.28) 

特别是当 0q  即 0  时,要特别注意.我们关注的是格林函数随空间坐标的变

化情况.我们应把 e 指数对于小 q 展开至一级项. 

1 1 1
( , , 0) [(1 | |] | |

2 2 2
G x x q q x x x x

q q
           

结果是 

1
( , ;0) | |

2
G x x x x   常数                                  (6.2.29) 

这就是一维拉普拉斯方程的格林函数.与二维的情况类似，后面一项尽管在

0  时趋于无穷大，但它是与 x 无关的常数.出来一无穷大常数的原因，是在

(6.2.26)式中当 0  时，被积函数在原点不是简单的一级极点. 

如果 0  是个正实数(也即在算子
2

2

d
( )

d
L x

x
  特征谱范围内), 由于式(6.2.26)

中两项的极点都在实轴上, 无法积分, 所以格林函数没有定义.此时，我们可以利用

(6.2.27)式的结果定义两个侧极限.令其中的虚部 q 是个无穷小量并且在最后忽略这

个无穷小量.那么就分别得到 

i | |
2 e

( , ; ) , 0
2i

p x x

G x x p p
p

 
                                    (6.2.30) 

因此当为正实数的时候，我们可以选择这两式之一.G和G分别表示参量在上

平面无限和在下半平面趋近于正实轴的极限.它们分别表示从中心向两侧和从两侧

向中心传播的波，因此也是出射波和汇聚波的概念. 

请注意，(6.2.8)实际上就是基本解的傅里叶变换表达式.通过以上三小节的计

算，我们分别得到了三维、二维和一维的坐标空间中的格林函数基本解的表达式.

在 k 空间的表达式显然就是(6.2.8)式中被积函数去掉 e 因子后的函数，也就是 

2

1
( ; )

i
G

k


 
 

 
k                                       (6.2.31) 

此处在分母上加上了一个无限小虚部，强调参量不取在实轴上. 

 

 

 

§6.3 阻尼振子的格林函数 

 

 

经典力学中受迫阻尼振子方程的柯西问题： 

2
2

0 02

d d
( 2 ) ( ) ( ),
d d

t F t t t
t t

                                (6.3.1a) 



00,    ，
0 00 0( ) | ; ( ) |t t t tt x t y  

                       (6.3.1b) 

这是个一维问题，其中时间的起点是 0t .我们按照 6.1.3 小节末尾叙述的三个步骤来

求解这个方程. 

 

 

6.3.1 齐次方程的解 

 

先求解齐次二阶常微分方程 

( ) ( ) 0L t t                                             (6.3.2a) 

00,    ，
0 00 0( ) | ; ( ) |t t t tt x t y  

                       (6.3.2b) 

其中算子 

2
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02

d d
( ) ( 2 )

d d
L t

t t
                                      (6.3.3) 

这是一个常系数的二阶微分算符.式(6.3.2)现在是个常系数的二阶微分方程.令

i( ) e tt   代入(6.3.2),得到特征方程 

2 2

02i 0                                             (6.3.4) 

两个特征根是 

2 2

1,2 0i i                                           (6.3.5) 

其中已令 2 2

0    .因此得到两个线性无关的解： 
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1 2( ) e , ( ) e
t t

t t
   

                                     (6.3.6) 

相应的朗斯基行列式 

1 2

1 2

1 2

i i

i( ) 2

1 2 1 2i i

1 2

e e
( , ) i( )e 2i e

i e i e

t t

t t

t t
W

 
  

 
    

 

 

  

 
   
 

 

算符(6.3.3)中函数 ( ) 1A t  .因而 

2

1 2( ) ( ) ( ) ( ( ), ( )) 2i e t

WA t t A t W t t                                  (6.3.7) 

其中用了(6.1.22b)式. 

 

6.3.2 求解格林函数 

 

按照(6.1.1a)来求 ( , )G t t ： 

0( ) ( , ) ( ),   ,L t G t t t t t t t                                  (6.3.8a) 



其中算符是(6.3.3)式.由此式决定的函数 ( , )G t t 称为柯西问题的格林函数.由于边界

条件中非齐次的部分已归于(6.3.2b)，对于格林函数只需选择齐次的初始条件 

00

d
( , ) 0,[ ( , )] 0

d
t tG t t G t t

t


                                  (6.3.8b) 

这一形式也称为单点边界条件. 

现在要求解是一维格林函数，可以用分段表示法求解.我们按照(6.1.24b)式写出

格林函数的表达式. 

2 1 1 2
1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )W

t t t t
G t t d t t d t t t t

A t

   
  

 
      


   (6.3.9) 

由初始条件(6.3.8b) 

0

0 1 1 0 2 2 0

1 1 0 2 2 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

d
[ ( , )] ( ) ( ) ( ) ( ) 0
d

t t

G t t d t t d t t

G t t d t t d t t
t

 

 

    

      
 

可解得 1 2( ) ( ) 0d t d t   . 

2 1 1 2i i i i

( ) ( )
i ( ) i ( )

e e
( , ) ( )

2i

( )
exp[ i(( i ) ( i ) ] exp[ i(( i ) ( i ) )]

2i

e e
(e e ) ( ) sin[ ( )] ( )

2i

t t t t

t t t t
t t t t

G t t t t

t t
t t t t

t t t t t t

   

 
 





       



  
 

    

    
   


  


              

        

(6.3.10) 

最后得到 

    
( )

2 2

0
2 2

0

e
( , ) sin[ ( )] ( )

t t

G t t t t t t


  
 

 

     


                 (6.3.11) 

对于阻尼振子的微分方程，在初始条件(6.3.8b)下，得到了格林函数只有推迟

部分.这说明实际的阻尼振子系统一旦在某一时刻 0t 启动，只能朝着未来的方向演

化.格林函数(6.3.11)是宗量 t t 的函数. 

注意，本例是用分段表示法来求格林函数的. 

 

 

6.3.3 方程的通解 

 

    现在可以写出原非齐次方程(6.3.1)的通解了.齐次方程(6.3.2)式的解应该是

(6.3.6)的两个线性无关解的线性组合.由(6.1.4)式，得到通解的形式为 

    
0

1 2

0

( )
i i 2 2

1 2 0
2 2

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )d

e
e e sin[ ( )] ( ) ( )d

t

t t
t t

t

x t t t G t t f t t

b b t t t t F t t


 

 

  
 



 


 

    

        





 (6.3.12) 

其中的系数 1 2,b b 由(6.3.1b)的初始条件所决定.式(6.3.12)的最后一项就是方程(6.3.1)

的特解. 



    当 t t 时，特解项为零.因此 

    1 2i i

1 2( ) e e
t t

x t t b b
                                         (6.3.13) 

方程(6.3.1)右边的函数 ( )F t 表示外界对系统的作用.在这个作用发生之前，系统只

是按照齐次方程所固有的模式运动.只有这个作用发生之后，系统才会有相应的响

应，式(6.3.12)的特解项就是表示这样的响应. 

我们现在假设一种特殊情况. 

0( ) e ( )tF t F t   

并且 0 0t  .在初始时刻 0 0( ) | 0; ( ) | 0t tx t x t 
  .求得两个系数 1 2 0b b  .式(6.3.12)积

分后得到 

    

( )
2 2

0 0
2 20

0

2 2

00 0

2 22 2 2 2
00 0

e
( ) sin[ ( )] ( ) e d

sin[ ] e
e

22

t t
t

t
t

x t t t t t F t

tF F







  
 

  

      

 







     


 
 

   


             (6.3.14) 

其中角度由 

    

2 2

0
tan

 


 





 

来计算.式(6.3.14)的两项都随时间而衰减.但是衰减的原因不同.第一项是由于振子

本身是阻尼的，第二项是由于外界的驱动力是指数衰减的. 

 

 

6.3.4 无阻尼的情况 

 

此时如令阻尼趋于零，格林函数成为 

0

0

sin[ ( )]
( , ) ( )

t t
G t t t t







                                  (6.3.15) 

则振子的运动方程简化成 

0 0 0

2 22 2
00 0

sin( ) e
( )

tF t F
x t

 

   


 


 

足够长时间之后，后项趋于零.只剩下纯粹的简谐振动 0 0

2 2

0 0

sin( )
( )

F t
x t

 

  





.这是因

为外力趋于零.不过，一段时间外力的作用产生两个效果.一个效果是使得简谐振动

的振幅变化为 0

2 2

0 0

F

  
，这是与外力的大小和外力衰减的快慢有关的.另一个是

简谐振动的相位有 1

0tan ( / )   的移动. 



    注意当 0  时，由(6.3.5)，特征值
1,2 0   是实数.而我们是从 0  趋于零的，

所以是在复平面的下半平面趋于实轴的.这样取极限的结果得到的是推迟格林函

数. 

 

 

6.3.5 边界条件对格林函数的影响 

 

我们考虑无阻尼的情况.那么，只要在公式(6.3.3)-(6.3.9)中令 0  即可.例如特

征值
1,2 0   .特征函数也由(6.3.6)式简化为 

0 0i i

1 2( ) e , ( ) e
t t

t t
   

                                       (6.3.16) 

也可以选择特征函数为 

1 0 2 0( ) sin , ( ) cost t t t                                      (6.3.17) 

相应的朗斯基行列式 

0 0

1 2 0

0 0 0 0

sin cos
( , )

cos sin

t t
W

t t

 
  

   
  


                      (6.3.18) 

并且 

1 2 0( ) ( ) ( ( ), ( ))WA t A t W t t                                    (6.3.19) 

此时，由于特征函数不是阻尼的，没有随时间趋于无穷大而趋于零的行为，

我们可以保留格林函数中 t t 和 t t 两部分.仍可采用(6.1.24b)的形式. 

2 1 1 2
1 1 2 2

0
1 0 2 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) 
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

sin[ ( )]
( )sin ( )cos ( )

W

t t t t
G t t d t t d t t t t

A t

t t
d t t d t t t t

   
  


  



 
      




     

  (6.3.20) 

其中， 1 2( ), ( )d t d t  由初始条件决定. 

对于初始条件(6.3.8b)，得到 1 2( ) ( ) 0d t d t   ，格林函数就是(6.3.15)式. 

若边界条件如下， 

0 1( , ) (0, ) 0, ( , ) (1, ) 0G t t G t G t t G t                             (6.3.21) 

这个边界条件也称为二端点边界条件.它表明，现在考虑的解的区域0 , 1t t  .先看

0t  的条件，但此时，只能取 t t 的部分，因此得 

2 ( ) 0d t                                                 (6.3.22a) 

再看 1t  的条件，只能取 t t 的部分. 

0
1 0

0

sin[ (1 )]
( )sin 0

t
d t







    

解得 



0 0 0
1

0

cot sin cos
( )

t t
d t

  



 
                                (6.3.22b) 

这样就求得满足边界条件(6.3.21)的格林函数. 

0 0
0

0 0 0

sin[ (1 )] sin[ ( )]
( , ) sin ( )

sin

t t t
G t t t t t

 
 

  

  
                (6.3.23) 

可以看到，不同的边界条件导致不同的格林函数. 

    式(6.3.23)的特例：当 0 0  时， 

( , ) (1 ) ( ) ( )G t t t t t t t t                                     (6.3.24) 

 

 

 

 

§6.4 二阶常微分方程的格林函数 

 

 

本节我们考虑的是二阶微分方程的自伴斯图姆-刘维尔算符 

2

2

d d 1 d d
( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

d d ( ) d d
L x A x B x C x p x q x

x x x x x
          (6.4.1a) 

且在[ , ]a b 上， 

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0p x q x x                                   (6.4.1b) 

并只考虑二阶常微分方程的两端边值问题.即方程的求解区间[ , ]a b 是有限的，且在

两端点有确定的边界条件. 

下面我们要频繁地提到齐次方程及其齐次边界条件，因此这儿先写下这一边

值问题. 

[ ( )] ( ) 0L x x                                           (6.4.2a) 

( ) 0B                                                  (6.4.2b) 

边界条件是以下两式的简写形式， 

1 1,1 1,2 1,1 1,2( ) ( ) ( ) ( ) ( )B y y a y a y b y b                        (6.4.3a) 

2 2,1 2,2 2,1 2,2( ) ( ) ( ) ( ) ( )B y y a y a y b y b                       (6.4.3b) 

见第三章(3.2.18)式和 3.8 节中的说明.注意，这是最一般的形式.只有其中的一些特

殊形式，也就是系数组的一些特别的选择，才能够使得边界条件达到自伴.见第三

章 3.7 节的定理 2，第 2 章习题 22 和第 3 章和习题 49. 

这一边值问题可能是有解的，也可能是无解的.  

以下我们按照非齐次方程边界条件的不同情况，结合方程(6.4.2)是否有解，来

分别求解的一般表达式.在此之前，先一般地讨论格林函数的对称性. 

 



 

6.4.1 格林函数的对称性 

  

 

对于形式伴随的斯图姆-刘维尔算子，格林函数定义为满足如下方程的函数 

( ) ( , ; ) ( ) / ( )L G x x x x x                                    (6.4.4) 

在格林函数中将参数明确写出.注意一般是个复数.设 

1 1( ) ( , ; ) ( ) / ( )L g x x x x x                                   (6.4.5a) 

* *

2 2( ) ( , ; ) ( ) / ( )L g x x x x x                                 (6.4.5b) 

它们是满足同样的边界条件的.由伴随算子的定义，应有 

    g ( ,x 2x ; * ), ( )L  1( , ;g x x  ) =  ( * )L  *

2( , ; )g x x  , 1( , ;g x x  )  (6.4.6) 

计算此式的两边，分别得到 

 

 

*

2 1

* * * *

2 1 1 2

* *

2 1

* * *

2 1 2 1

( , ; ), ( ) ( , ; )

d ( ) ( , ; )( ) ( , ; ) ( , ; )

( ) ( , ; ), ( , ; )

d ( )[( ) ( , ; )] ( , ; ) ( , ; )

b

a

b

a

g x x L g x x

x x g x x L g x x g x x

L g x x g x x

x x L g x x g x x g x x

  

    

  

    



  



  





 

结论是，格林函数的对称性表现为如下的形式： 

* *

1 2 2 1( , ; ) ( , ; )g x x g x x                                      (6.4.7) 

若用特征函数法求格林函数时，在参量非特征值时，格林函数的表达式为 

*( ) ( )
( , ) i i

i i

x x
G x x

 

 


 


  

此式也表明了(6.4.7)的对称性. 

 

  

 

6.4.2 二阶微分方程边值问题的解 

 

 

1. 边值问题 

考虑如下边值问题， 

[ ( )] ( ) ( )L x x f x                                       (6.4.8a) 

( )B                                                (6.4.8b) 

当其中 ( ) 0f x  ，就是齐次方程的边值问题.而这样的边值问题，就是特征值问题，

即满足这样的边值问题的参量只能是特征值，解函数是特征函数. 

我们明确写出特征值问题如下. 



[ ( )] ( ) 0m mL x x                                        (6.4.9a) 

( )mB                                                (6.4.9b) 

其中 m 是特征值，其对应的特征函数是 ( )m x . 

 

2. 参量非特征值 

这时如下边值问题无解. 

[ ( )] ( ) 0, mL x x                                      (6.4.15a) 

( )B                                               (6.4.15b) 

为了求解(6.4.8)，我们先求解相应的格林函数满足的方程， 

[ ( )] ( , ; ) ( ) / ( )L x G x x x x x                              (6.4.16a) 

( )B G                                                (6.4.16b) 

其中 

      [
b

a
 ( )x ( )f x dx 1]                                (6.4.17) 

条件是 ( ) ( )d 0
b

a
x f x x     .那么(6.4.8)的解为 

( ) ( , ; ) ( ) ( )d
b

a
x G x x x f x x                                    (6.4.18) 

代入边界条件 

    ( )B  = ( ) ( ) ( )d
b

a
B G x f x x    = ( ) ( )d

b

a
x f x x     

( ) ( )d ( ) ( )d
( ) ( )d

b b

ba a

a

x f x x x f x x
x f x x


   


       

  
 


 

 

3. 参量为某一特征值 

若参量为(6.4.9)的某一特征值，我们把(6.4.8)的解分成两部分， 

( ) ( ) ( )mx x x                                          (6.4.19) 

其中 ( )m x 满足(6.4.9)， ( )x 则满足如下边值问题. 

[ ( )] ( ) ( )m L x x f x                                        (6.4.20a) 

( ) 0B                                                  (6.4.20b) 

为了求解(6.4.20)，我们先求解相应的格林函数满足的方程， 

[ ( )] ( , ; ) ( ) / ( )m mL x G x x x x x                             (6.4.21a) 

( ) 0B G                                                (6.4.21b) 



这样，函数 ( )x 可如下计算 

( ) ( , ; ) ( ) ( )d
b

m
a

x G x x x f x x                                   (6.4.22) 

最后得到(6.4.8)的解为 

( ) ( ) ( , ; ) ( ) ( )d
b

m m
a

x x G x x x f x x                              (6.4.23) 

其中第一项符合非齐次边界条件(6.4.9b)，第二项符合齐次边界条件(6.4.20b). 

此时格林函数 ( , ; )mG x x  怎么求？如果用特征函数法，须按以下的步骤进行. 

    与边值问题(6.4.21)对应的特征值问题是 

[ ( )] ( ) 0n nL x x                                         (6.4.24a) 

( ) 0nB                                                (6.4.24b) 

由特征函数法，格林函数的表达式是 

*( ) ( )
( , ; ) n n

m

n m n

x x
G x x

 


 


 


                               (6.4.25) 

此处应注意(6.4.21)的格林函数应该用(6.4.24)的特征函数来展开，因为它们具有相

同的齐次边界条件. 

若特征值问题(6.4.24)没有非零解，就只能用分段表示法求解格林函数。 

当参量恰是一个本征值的时候要特别注意.若边界条件是齐次的，(6.4.25)式

就不适用.这时必须引入和求解如下将要介绍的广义格林函数.若是自然边界条件

下，即(6.4.9b)中的1 和2 至少有一个是有限的，而不是具体的数值，那么特征值

问题(6.4.24)和(6.4.9)的求解很可能是一样的.这时(6.4.25)式也可能不适用.必须求

广义格林函数. 

 

 

 

6.4.3 广义格林函数 

 

 1. 半齐次边值问题 

    在边值问题(6.4.8)中，我们假定了 1 2,  中至少有一个不为零，即边界条件是非

齐次.若是齐次边界条件，重写边值问题如下. 

[ ( )] ( ) ( )L x x f x                                        (6.4.26a) 

( ) 0B                                                (6.4.26b) 

它也称为半齐次边值问题，因为方程是非齐次的而边界条件是齐次的.相应的齐次

边值问题是如下的特征值问题. 

[ ( )] ( ) 0m mL x x                                         (6.4.27a) 

( ) 0mB                                                  (6.4.27b) 

其中 m 和 ( )m x 是特征值和对应的特征函数. 



    (1) 若(6.4.26)中的非(6.4.27)的特征值，求解过程就与(6.4.16)-(6.4.18)相同，

只要令(6.4.16)和(6.4.17)中
1,2 0  .解式就是(6.4.18). 

(2) 若半齐次边值问题(6.4.26)中的参量恰是(6.4.27)的某个特征值， m  . 

[ ( )] ( ) ( )m L x x f x                                       (6.4.28a) 

( ) 0B                                                (6.4.28b) 

我们先来看(6.4.28)有解的条件.因为是自伴算子，有 ( ) ( )m mL L    ，所以 

( ,( ) ) (( ) , ) ( , )m m m m mL L f                             (6.4.29) 

此式左边显然应该为零.我们得到 

*( , ) ( ) ( ) ( )d 0
b

m m
a

f x x f x x                                 (6.4.30) 

式(6.4.30)就是参数 m  是特征值时，非齐次方程(6.4.28)有解的条件.即非齐次项

( )f x 与属于 m 的特征函数 ( )m x 正交.式(6.4.30)称为边值问题(6.4.28)的相容性条

件. 这一有解的条件就是§3.8 中的择一定理，相容性条件就是(3.8.8)式.式(6.4.29,30)

与(3.8.9)是相同的.在择一定理中，结果是函数 f(x)与齐次伴随边值问题的解正交.

此处因为是自伴算子，直接用了齐次边值问题解. 

    若是非齐次的边界条件，则不需要此条件. 

为了求出(6.4.28)的解，我们仿照前面的做法，先写出对应的格林函数所满足

的方程应该是 

[ ( )] ( , ) ( ) / ( )m L x G x x x x x                                (6.4.31a) 

( ) 0B G                                                (6.4.31b) 

我们希望由此求出格林函数之后，按照(6.4.23)式那样求得(6.4.28)的解.可是，满足

(6.4.31)的格林函数实际上是不存在的.证明如下. 

由于 m 是(6.4.28)的特征值，我们用(6.4.31a)中的 ( , )G x x 和 ( ) / ( )x x x  分别

代替(6.4.28a)中的 ( )x 和 ( )f x ，则(6.4.30)式要求 

( ,( ) ) (( ) , ) ( , ( ) / ( )) 0m m m m mL G L G x x x              

( ) ( )d ( ) 0
b

m m
a

x x x x x                             (6.4.32) 

此式显然是矛盾的，因为特征函数 ( )m x 肯定是不恒为零的. 

 

2. 广义格林函数的定义 

    上述矛盾出现的原因是什么呢？在得到(6.4.32)式时，我们用到了(6.4.27)和

(6.4.31).前者是我们的前提条件.因此，问题出在后者.也就是说，在(6.4.27)式的情

况下，相应的格林函数满足的方程不应该由(6.4.31)式来定义.或者说，由(6.4.31)定



义的格林函数不存在.应该定义格林函数满足另一个方程，才能得到(6.4.28)有非零

解的表达式. 

我们设此时的格林函数应满足以下方程. 

[ ( )] ( , ) ( ) / ( ) ( ) ( ), ,m mL x G x x x x x c x x a x x b                   (6.4.33a) 

( ) 0B G                                                  (6.4.33b) 

边界条件仍然是齐次的.我们来确定其中的系数 ( )c x .计算如下积分， 

( ,m ( )m L  ) (G  †( )m L  ,m ) (G  ,m ( )x x  /  + ( )c x )m  

= ( ,m ( )x x  /  )+ ( )c x =0 

其中设特征函数已经规一化.就得到 

* *( ) ( ) ( )d ( )
b

m m
a

c x x x x x x                                   (6.4.34) 

因此 ( , )G x x 应满足的方程就是 

*[ ( )] ( , ) ( ) / ( ) ( ) ( ), ,m m mL x G x x x x x x x a x x b                 (6.4.35a) 

( ) 0B G                                                 (6.4.35b) 

我们称满足此方程的解为广义格林函数. 

    可以证明，广义格林函数同样具有对称性(6.4.7)式. 

     

    3. 解的表达式 

现在来给出(6.4.28)的解的表达式.为此计算积分 

( , ( ) ) (( ) , ) 0m mI L G L G         

将左边逐项计算 

    

*

* *

( , ( ) / ( ) ) ( , )

( ) ( )( , ) ( , ) 0

m m

m m

I x x x f G

x x f G

    

   

    

    
 

其中， ( , )m c   是个常数， ( , )G x x 是广义格林函数. 

* * *( ) ( ) ( ) ( , ) ( )d
b

m
a

x c x x G x x f x x        

两边取复数，就得到解的表达式 

*( ) ( ) ( ) ( , ) ( )d
b

m
a

x c x x G x x f x x          

因广义格林函数具有(6.4.7)式那样的对称性，上式可写为 

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )d
b

m
a

x c x G x x x f x x                               (6.4.36a) 

我们把算符[ ( )]m L x  作用在两边，有 

[ m ( )L x ] ( )x = [
b

a ( )x x  / ( )x * ( )m x  ( )m x ] ( )x  ( )f x dx  



             = ( )f x  ( )m x
b

a
 ( )x * ( )m x  ( )f x dx  

为了得到等式(6.4.28a)，上式右边第二项必须为零.因此 

    
b

a
 ( )x * ( )m x  ( )f x dx =0                              (6.4.36b) 

这是(6.4.28)有解的相容性条件.因此，(6.4.28)在 ( )f x 满足相容性条件(6.4.36b) 时

有解式(6.4.36a) ，其中 ( , )G x x 是满足(6.4.35)的广义格林函数. 

注意(6.4.36a)式与(6.4.23)式的区别.式(6.4.36)中的 ( )m x 服从齐次边界条件，因

此可以有一个任意常数 c；而式(6.4.23)中的 ( )m x 服从非齐次边界条件，因此就不

能有这样的任意常数. 

 

4. 广义格林函数的求解 

对于广义格林函数满足的方程(6.4.35)，可用特征函数法和分段表示法来求解. 

1) 特征函数法 

设特征值问题(6.4.27)的特征值{ }n 和相应的正交规一特征函数系{ ( )}n x 已求

出.将广义格林函数用此函数系展开， 

( , ) ( ) ( )n n

n

G x x c x x                                      (6.4.37) 

代入(6.4.35a)式， 
*

( )

( )( ) ( ) ( ) / ( ) ( ) ( )n m n n m m

n n m

c x x x x x x x      


       

此式两边乘 *( ) ( )lx x  并积分. 

*

( )

* *

( ) ( )d ( )( ) ( )

( )d [ ( ) ( ) ( ) ( )]

b

l n m n n
a

n n m

b

l m m
a

x x x c x x

x x x x x x x

    

    



 

   





 

利用{ ( )}n x 的正交归一性， 

*( ) ( ) ( ),m n n nc x x n m       

得到 

*( )
( ) ,n

n

m n

x
c x n m



 


  


                                   (6.4.38) 

代入(6.4.37)式： 

*

( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( ) n n

m m

n n m m n

x x
G x x c x x

 


 


  


  

其中 ( )mc x 是任意的.这就是前面提到过的，广义格林函数中有一个待定的量.我们

利用广义格林函数的对称性条件来确定这个量.对称性条件要求 



* *
* *

0, 0,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )i i i i

m m m m

i i m i i mm i m i

x x x x
c x x c x x

   
 

   

 

   

 
   

 
   

得到 

* *( ) ( ) ( ) ( )m m m mc x x c x x                                 (6.4.39) 

两边乘以 *( ) ( )mx x  然后对 x 在[ , ]a b 区间上积分. 

* * *( ) ( ) d ( ) ( ) ( )
b

m m m m
a

c x x x x x c x      

右边的积分是一个数，记为 d. 

    ( )mc x =d * ( )m x   

显然，任意非零实数 d 都可以满足(6.4.39)式.通常选择 1d  . 

*( ) ( )m mc x x      

就能满足这一对称性的要求.因此 

*
*

0,

( ) ( )
( , ) ( ) ( ) i i

m m

i i m m i

x x
G x x x x

 
 

 



 


  


                     (6.4.40) 

这就是所要求的广义格林函数的解.此式也表明，广义格林函数具有(6.4.7)式那样的

对称性.只是现在的参数 m 是特征值，所以是实数.对称性简化为 

*( , ; ) ( , ; )m mG x x G x x                                   (6.4.41) 

    式(6.4.41)与 6.2 节普通格林函数的特征函数法的表达式相比，差别在于把属于

特征值 m 的那一项分离出来，以避免出现无穷大. 

2) 分段表示法 

在 x x 和 x x 的两侧的区域，求解方程 

[ ( )] ( , ) ( ) ( )m m mL x x x x x                                (6.4.42) 

这个方程本身在 

[ ( )] ( , ) 0m L x x x                                         (6.4.43) 

时应该有线性无关的两个特解，记为 1( )x 和 2 ( )x .另外方程(6.4.42)还有一个特解，

记为 0 ( , )x x  .那么在 x x 和 x x 的两侧区域的格林函数都应该写成齐次方程的

两个特解的线性叠加再加上非齐次方程的这个特解. 

1 1 2 2 0

1 1 2 2 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ),  
( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ),  

a x x a x x x x x x
G x x

b x x b x x x x x x

  

  

     
  

     
            (6.4.44) 

此式与(6.1.18)式的差别就是多了一个特解.特解在两个区域是一样的. 

要求格林函数在  x x 处是连续的， 

    [ 1( )a x 1( )b x ] 1( )x  +[ 2 ( )a x 2 ( )b x ] 2 ( )x  =0              (6.4.45) 



把方程(6.4. 35)两边对 x 从 0x x   到 0x x   积分.由于积分区域是无穷小，凡

是连续函数的积分都为零.得到 

2 1 1 1 2 2 2( )[( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )] 1p x a x b x x a x b x x                       (6.4.46) 

式(6.4.45,46)与(6.1.19,20)完全相同.此两式联立，即可求得 

2 1
1 1 2 2

2 2

( ) ( )
( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x
a x b x a x b x

p x W x p x W x

  
       

   
       (6.4.47) 

其中 

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )W x x x x x                                     (6.4.48) 

是 1( )x 和 2 ( )x 的朗斯基行列式.再加上两个边界条件(6.4.35b),就可定出所有的系

数.以下的讨论与第一节中(6.1.19)-(6.1.25)的讨论是完全一样的.唯一的差别就是现

在的广义格林函数的表达式多一个特解项. 

广义格林函数是为了求解特定情况下的非齐次方程的解而引入的，没有格林

函数那么强的物理意义. 

还有一点要注意，分段表示法与特征函数法是等价的.在特征函数法中，我们

已经看到，必须用到格林函数的对称性条件(6.4.7)式，才能把最后一个待定的量确

定下来.因此，在分段表示法中，也一定会用到(6.4.7)式，才能把最后一个系数确定

下来. 

以上我们在求普通的格林函数和广义格林函数时，都用到特征函数法和分段

表示法. 若求解区域存在特征函数系，这两种方法是完全等价的，则应该可以一般

地证明这两种方法的等价性.未见到这个证明.在不少情况下，确实可以看到，分段

表示法的结果用特征函数系展开后，就是采用特征函数法得到的结果. 

 

 

 

6.4.4 求解二阶微分方程边值问题的实例 

 

 

例 1 求解以下边值问题. 

2

2

d
( ) ( ),0 1

d
x f x x

x
                                   (6.4.49a) 

0 1

d ( ) d ( )
| | 0

d d
x x

x x

x x

 
                                   (6.4.49b) 

解答 算符中的权函数 ( ) 1x  ， ( ) 1q x  .参量 0  .这是齐次边界条件的情况.

相应的齐次边值问题 

2

2

d
( ) ( ) 0,0 1

d
m m x x

x
                                     (6. 4.50a) 

0 1

d ( ) d ( )
| | 0

d d

m m
x x

x x

x x

 
                                     (6. 4.50b) 

是有零特征值解的.对应于 0 0  的两个线性无关的特征函数是 1 和 x. 



0 ( )x a bx    

代入边界条件(6. 4.50b)，得到解是一个任意常数 c.而归一化的解是 

0 ( ) 1x                                                  (6. 4.51) 

当 0m  ，两个特解为 cos m x 和 sin m x .满足边界条件的特征值和特征函

数系是 

2 2

0( ) 1, ( ) 2 cos π ;    π , 0,1,2,3,n nx x n x n n                 (6. 4.52) 

现在(6.4.49a)中的参量 0  恰是一特征值.相容性条件(6.4.30)式要求，边值问

题(6.4.49)有解的条件是 

1

0
( )d 0f x x   

因 00   是特征值，且边界条件是齐次的，需要求解广义格林函数.相应的

广义格林函数满足的方程是 

2

2

d
( , ) ( ) 1,0 1

d
G x x x x x

x
                                (6. 4.53a) 

0 1

d ( , ) d ( , )
| | 0

d d
x x

G x x G x x

x x
 

 
                                (6.4.53b) 

(i) 用特征函数法求解 

套用(6.4.40)式，立即写出广义格林函数为， 

2 2
1

2 1
( , ) 1 cos π cos π

π n

G x x n x n x
n





                             (6.4.54) 

(ii) 用分段表示法 

当 x x 时，方程(6.4.53a)有一个特解 

2

0 ( , )
2

x
x x                                                (6.4.55) 

相应的齐次方程 

2

2

d
( ) 0

d
x

x
                                              (6.4.56) 

的两个线性无关解是 

1 2( ) 1, ( )x x x                                            (6.4.57) 

因此广义格林函数是 

2 2

1 2 1 2( , ) [ ( ) ( ) ] ( ) [ ( ) ( ) ] ( )
2 2

x x
G x x c x c x x x x d x d x x x x               (6.4.58)  

0 , 1x x   

用(6.1.19)和(6.1.20)两式的条件, 

    1( )c x 1( )d x +[ 2 ( )c x 2 ( )d x ] x =0                       (6.4.59a) 



2 2( ) ( ) 1c x d x                                         (6.4.59b) 

用边界条件(6.4.53b)式得到 

    0 2

d ( , )
| ( ) 0

d
x

G x x
d x

x



                                  (6.4.59c) 

1 2

d ( , )
| ( ) 1 0

d
x

G x x
c x

x



                                 (6.4.59d) 

从(6.4.59b-d)四式中解出 1 1( ) ( )c x d x x    后，格林函数是 

2 2

1 1( , ) [ ( ) ] ( ) [ ( ) ] ( )
2 2

x x
G x x c x x x x c x x x x                  (6.4.60a) 

现在还有一个未知量 1( )c x 待定.正像前面在介绍分段表示法求解广义格林函数时

指出的，我们不得不借助于对称性(6.4.7)来定这最后一个系数.把(6.4.60a)中的 x 和

x交换，得 

    
2 2

1 1( , ) [ ( ) ] ( ) [ ( ) ] ( )
2 2

x x
G x x c x x x x c x x x x 

 
                 (6.4.60b) 

令 ( , ) ( , )G x x G x x  ，得到 

2 2

1 1( ) ( )
2 2

x x
c x c x


     

只要设 

2

1( )
2

x
c x   

即可.解出的广义格林函数为 

2 2 2 2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

x x x x
G x x x x x x x x 

  
                  (6.4.61) 

方程(6.4.49)的解为 

1

0
( ) ( , ) ( )dx c G x x f x x      ，0 1x                        (6.4.62) 

其中 c 是任意常数. 

 

例 2 求解以下边值问题.  

2d d
[ ( ) ] ( ) ( ),0 1

d d

n
x x f x x

x x x
                           (6.4.63a) 

( 0) , ( 1) 0x x                                      (6.4.63b) 

其中 n 是整数. 

解答 算符的权函数 ( ) 1x  ， 2( ) , ( ) /p x x q x n x  .参量 0  .相应的特征值问

题是 



2d d
[ ( ) ] ( ) ( ), 1 1

d d
m m m

n
x x x x

x x x
                           (6.4.64a) 

( 0) , ( 1) 0x x                                       (6.4.64b) 

相应的齐次方程是 

2d d
[ ( ) ] ( ) 0, 1 1

d d

n
x x x

x x x
                                (6.4.65a) 

( 0) , ( 1) 0m mx x                                       (6.4.65b) 

相应的格林函数满足的方程是 

2d d
[ ( ) ] ( , ) ( ),0 , 1

d d

n
x G x x x x x x

x x x
                        (6.4.66a) 

( 0) , ( 1) 0G x G x                                      (6.4.66b) 

现在的边界条件是非齐次的，因此不用涉及广义格林函数. 

方程(6.4.65)的特征值和特征函数系未知.因此我们只能用分段表示法来求解格

林函数. 

我们先来求方程(6.4.63a)式右边为零时，也就是方程 

2
2 2

2

d d
( ) ( ) 0

d d
x x n x

x x
                                     (6.4.67) 

在各整数 n 时的两个线性无关的特解.这一方程在 x=0 点处是第一类奇

点. 2

0 01,a b n   指标方程为 

2 2 2( 1) 0n n          

解出 

n    

它们对应的特征向量， 

0 2

0 0

1 2 1 2

22

2 1 2 1

0 1 0 1

1 0

0 1
,

0

A
b a n

a a a a
n n

a n a an a

   
    

    

      
          

      

 

这两个特征值对应的特征向量是线性无关的.将(6.4.67)式写成(3.6.53)的形式可知，

此时的系数只有 A0 矩阵项.因此，不必用级数法求解.当 0n  时两个线性无关的解

就是 

1 2( ) , ( )n nx x x x      

当 0n  时，两个根相重，其中一个特解有对数项.容易得到，此时两个线性无

关的特解为 

1 2( ) 1, ( ) lnx x x     



当参量 0,1,2,n  时，对应的齐次方程的通解分别是

1 2 2

0 0 1 1 2 2{ ln , , , , , }n n

n na b x a x b x a x b x a x b x      ， 

下面按 0n  和 0n  两种情况求格林函数. 

注意，由(6.4.66a)得 x x 处格林函数跃变的条件为 

0 0

d d
[ ( , )] [ ( , )] 1/
d dx x x x

G x x G x x x
x x

     
                     (A) 

 

(1) 当 0n  ，格林函数应当是 

1 2 1 2( , ) [ ( ) ( ) ln ] ( ) [ ( ) ( ) ln ] ( )G x x c x c x x x x d x d x x x x              

利用边界条件(6.4.66b)式，可知，只有取 1 2( ) 0, ( ) 0c x d x   才能满足边界条件. 

2 1( , ) ( ) ln ( ) ( ) ( )G x x c x x x x d x x x          

利用 x x 时格林函数连续的条件得 

2 1( ) ln ( )c x x d x    

又由 x x 处格林函数跃变的条件得 

2 ( ) 1c x

x x


 

 
， 2 ( ) 1c x   

因此 0n  的格林函数是 

( , ) ln ( ) ln ( )G x x x x x x x x          

方程(6.4.63)的通解为 

1

1 2
0

( ) ln ( , ) ( )dx a a x G x x f x x       ，0 1x    

其中 1 2,a a 是任意常数.由边界条件(6.4.63b)得到， 1 2 0a a  .最后得 

1

0
( ) ( , ) ( )dx G x x f x x     ，0 1x    

(2) 当 0n  ，格林函数是 

1 2 1 2( , ) [ ( ) ( ) ] ( ) [ ( ) ( ) ] ( )n n n nG x x c x x c x x x x d x x d x x x x               

利用边界条件(6.4.66b)式，可知，只有取 1 2 2( ) ( ), ( ) 0c x c x d x     才能满足边界条

件. 

( ,G x x ) = 1( )( n nc x x x  ) (x x  )+ 1(d x ) (nx x x   ) 

利用 x x 时格林函数连续的条件得 

1 1( )( ) ( )n n nc x x x d x x       

又由 x x 处两侧格林函数导数的条件得 

    nc1( x )( 1 1n nx x    ) 1(nd x ) 1nx  = 1/ x  

由此两式解得 
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x
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最后解出的格林函数为 

( , ) ( ) ( ) ( )
2 2

n n n
n n nx x x

G x x x x x x x x x
n n

 


  
         

方程(6.4.63)的通解为 

1

1 2
0

( ) ( , ) ( )dn nx b x b x G x x f x x        ，0 1x    

其中 1 2,b b 是任意常数.由边界条件(6.4.63b)得到， 1 2 0b b  .最后得 

1

0
( ) ( , ) ( )dx G x x f x x     ，0 1x    

此题不是求广义函数，因此不需要利用对称性 *( , ) ( , )G x x G x x  ，就能求出所

有待定参量. 

    若原方程按如下形式多一个常数： 

2

2

1 d d 1
( ) ( )

d d

y n
x y f x

x x x x x


 
    

 
 

那么，相应的齐次方程是 

2

2

1 d d
( ) 0

d d

y n
x y

x x x x


 
   

 
 

这是个 n 阶贝塞尔方程，特征值和特征函数系已知. 0  不是这一方程满足边界条

件的特征值. 

    贝塞尔特征方程是 

2

2

d1 d
( ) 0

d d

m
m m

n
x

x x x x


 

 
   

 
 

( 0) , ( 1) 0m mx x        

规一化的解函数是 ( )m m n mN J k x  ，其中 nJ 是 n 阶的贝塞尔函数， mN 是归一化系

数， m mk  .特征函数系是{ ( )}m n mN J k x .那么格林函数写成特征函数系的展开，

套用公式， 

2

1

( , ) ( ) ( )i
n i n i

i i

N
G x x J k x J k x







    

这就很方便地得到了格林函数. 

以上例子可以看到，在已知特征函数集的情况下，用特征函数法给出格林函

数要快捷得多.而特征函数系未知的情况下，只能用分段表示法来求解. 



 

 

6.4.5 非自伴算子时解的表达式 

 

 

以上的讨论中，都假定了算子 L 是自伴的.非自伴算子的情况如何？设边值问

题(6.4.9)无非零解，与边值问题(6.4.8)对应的格林函数 ( , ; )G x x  已经求出.由伴随算

子的定义，我们有下式， 

   * * *( ),( ) ( ) ( ), [ ( , )]b

aG L L G J G                    (6.4.10) 

其中两个内积为 

 * * *

* *

( ), ( ) ( ) ( , ; )[ ( )] ( )d

( ) ( , ; ) ( )d

V

b

a

G L x G x x L x x x

x G x x f x x

      

 

  






       (6.4.11) 

 * * * * *( ) ( ), ( ){[ ( )] ( , ; )} ( )]d ( )
V

L G x L x G x x x x x             (6.4.12) 

结函数见(3.2.10)式.因此，就得到边值问题(6.4.8)的解的表达式， 

* *

* * * *

( ) ( ) ( , ; ) ( )d

d
[ ( ){ ( ) ( , ; ) ( ) ( , ; )}]

d

b

a

b

a

x x G x x f x x

p x x G x x x G x x
x x

  

   

 


  




          (6.4.13) 

把 ,x x交换，利用格林函数的对称性(6.4.7)式，得到 

( ) ( ) ( , ; ) ( )d

[ ( ){ ( ) ( , ; ) ( , ; ) ( )}]

b

a

b

a

x x G x x f x x

p x x G x x G x x x
x

  

   

  


      




              (6.4.14) 

这儿要说明的是，其中第二项表示了端点处的贡献，它就是(6.4.10)式右边.若微分

算子 L 是自伴的，则(6.4.10)式右边的值应该为零.若边界条件没有使得其值为零，

算子就只是形式自伴的.本节以上只考虑自伴算子，所以解式中没有端点的贡献. 

 

 

§6.5 高维空间的格林函数 

 

 

 

6.5.1 二阶微分方程与格林函数 

 

 

1. 二阶微分方程 

本章的高维空间是指二维和三维空间.在求解数学物理的偏微分方程的时候，

高维空间的问题总是用分离变量法化为一维问题来求解. 

我们将微分方程求解的区域记为 V，它的表面记为 S.对于二维空间，V 实际上

是平面上的一个区域，而 S 就代表了其边界闭合线.当我们说体积分 d
V

V 和面积分



d
S

S 的时候，对于二维空间，就分别相应于对于二维区域的面积分和其边界的线

积分.本节以下的理论对于二维和三维空间都适用. 

二维和三维空间，我们也只考虑最高是二次微分的微分算子，并且写成斯图

姆-刘维尔算子的形式. 

 
1

[ ( ) ] ( )
( )

L p q


   r r
r

                             (6.5.1a) 

要求，在求解区域 V 内， ( ), ( ), ( )p q r r r 这三个函数都是连续的实函数，且满足以

下条件. 

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0p q   r r r                                 (6.5.1b) 

其中的 ( ) r 是权函数.以下的积分都是指带权 ( ) r 的积分，除非特别说明.因此内积

是 

    (f, g)= ( )
V
 r

*( )f r ( )g r dV  

只要 ( ), ( ), ( )p q r r r 三个函数是实的，式(6.5.1)的算子 L 是形式自伴的.这可由

下式看出来. 

* *

* * *

* * *

* *

( , ) d [ ( ) ] d

[ ( ) ] d ( )d

( ) d [ ( )] d

( , ) [ ( )] d

V V

V V

V S

S

v Lu v Lu V v p q u V

u p q v V up v v p u V

Lv u V p u v v u

Lv u p u v v u





    

        

     

     

 

 

 



S

S

           (6.5.2) 

现在高维时的结就是 

( ) d
S

J up v vp u     S  

一维情况时的对应就是(2.2.11)式.如果对边界积分的这一项为零，那么算符 ( )L r 就

是自伴的了. 

如此明确了算子 ( )L r 的形式之后，我们就可以叙述二阶微分方程的边值问题

和如何求解边值问题的格林函数了. 

边值问题是 

[ ( )] ( ) ( ),( , )L f V    r r r r r                               (6.5.3a) 

( )
[ ( ) ] ( )S u

n


 


 



r
r r                                   (6.5.3b) 

当其中 ( ) 0f x  ，就是齐次方程的边值问题.而这样的边值问题，就是特征值问题，

即满足这样的边值问题的参量只能是特征值，解函数是特征函数. 

我们明确写出特征值问题如下. 

[ ( )] ( ) 0, ( , )m mL V    r r r r                               (6.5.4a) 



( )
[ ( ) ] ( )m

m S v
n


 


 



r
r r                                  (6.5.4b) 

其中 m 是特征值，其对应的特征函数是 ( )m x . 

 

 

    2. 格林函数 

与边值问题(6.5.3)相应的格林函数满足的方程如下. 

[ ( )] ( , ) ( ) / ( ),( , )L G V       r r r r r r r r                     (6.5.5a) 

( , )
[ ( , ) ] ( )S

G
G w

n
 


  



r r
r r r                              (6.5.5b) 

若 ( ) 0w r ，称为齐次边界条件，否则称为非齐次边界条件.最常见的情况是齐次边

界条件. 

格林函数具有如下对称性 

    * *

1 2 2 1( , ; ) ( , ; )G G r r r r                                  (6.5.6) 

证明的步骤与 6.4.1 小节中完全相同. 

高维空间求解格林函数主要是特征函数法和分段表示法两种方法.特征函数法

已如前叙述.对于分段表示法，在一维情况中已经给出标准步骤.在高维空间中，有

两个或者三个变量.此时可以在空间的一个方向上，也是对于一个坐标采取分段表

示法.其它方向上只要求解特征函数系即可.这一方法仍然称为分段表示法. 

二维和三维空间分别有两个和三个坐标，应该选择其中哪一个坐标来分段计

算呢？此处给出一些粗略的原则. 

对于三维空间有球对称的系统，应采用球坐标，这时应在径向上采用分段计

算.因为球对称时角向的特征函数系和容易就求出来了.同理，二维空间中圆对称性

的系统，采用柱坐标，也应在径向上采用分段计算. 

采用分离变量法之后，二维空间的特征函数实际上是两个方向上的特征函数

的乘积.如果系统在其中一个空间方向上没有非零的特征函数，那么就肯定是在这

个方向上采用分段表示法.同理，三维空间中，也是在没有特征函数的方向上采用

分段表示法. 

    如果采用直角坐标系，其中一个方向的范围是无限长而其它方向是有限范围，

就选择无限长的方向作为分段计算的方向. 

这些选取的原则都反映在以下的实例中. 

 

3. 二阶微分方程解的一般表达式 

求解边值问题(6.5.3)的步骤与一维情况类似.此处不再重复.我们在这里只给出

一个求解非齐次微分方程(6.5.3a)的一般表达式. 

(1) 算子 L 是自伴的 

设特征值问题(6.5.4)有非零解.则(6.5.3)的解的表达式为 

( ) ( ) ( , ; ) ( ) ( )d
b

m m
a
G f        r r r r r r r ,                     (6.5.7) 

这个解对应于一维的式(6.1.4)或(6.4.23). 

(2) 算子 L 是非自伴的 



一般情况下，特征值问题(6.5.4)无非零解.此时，在(6.5.2)式的左边，将 , ,v L u分

别换成 *( ), ,G L   ，那么 

   * * *

* * * *

( ), ( ) ( ) ( ),

[ ( )( ( ) ( , ; ) ( , ; ) ( ))] d
S

G L L G

p G G

     

   

  

      r r r r r r r S
 

利用(6.5.3a)和(6.5.5a)，两个内积分别为 

 

 

* * *

*

* * * * *

( ), ( ) ( ) ( , ; )[ ( )] ( )d

( ) ( , ; ) ( )d

( ) ( ), ( ){[ ( )] ( , ; )} ( )]d ( )

V

V

V

G L G L

G f

L G L G

      

 

       

  



     







r r r r r r

r r r r r

r r r r r r r

 

* *

* * * *

( ) ( ) ( , ; ) ( )d

[ ( )( ( ) ( , ; ) ( , ; ) ( ))] d

V

S

G f

p G G

  

   

 

     



 r

r r r r r r

r r r r r r r S
   

交换 r 和 r，再利用格林函数的对称性，得到解的一般表达式： 

( ) ( ) ( , ; ) ( )d

[ ( )( ( ) ( , ; ) ( , ; ) ( ))] d

V

S

G f

p G G

  

   






   

         



 r

r r r r r r

r r r r r r r S
             (6.5.8a) 

一个函数的梯度与表面法向的点乘，可以直接写成函数对于表面法向的导数，所

以上式也可改写成 

( ) ( ) ( , ; ) ( )d

[ ( )( ( ) ( , ; ) ( , ; ) ( ))] d

V

S

G f

p G G
n n

  

   





   

 
       

  





r r r r r r

r r r r r r r S
         (6.5.8b) 

以上的推导实际上与得到(6.4.14)的过程是一样的.  

    对于解的表达式(6.5.8a)，我们要说明以下三点. 

(1) 注意，格林函数中含有参量.一般不明确写出来. 

(2) 若参量恰是某一特征值 m ，就应该在(6.5.8a)式中加上 m 的特征函数

( )m r 这一项.一般说来，(6.5.8a)这一形式总是用于系统不存在非零特征函数的情

况.即参量不会是特征值.此时不用考虑广义格林函数的问题. 

    (3) 式(6.5.8a)中的第一项是非齐次的贡献，第二项则是边界的贡献，现在边界

条件还未具体写出.因此我们称之为解的一般表达式. 边界上的贡献见(6.4.14)下的

说明. 

 

 

6.5.2 二维格林函数求解实例 

 

 

1. 长方形内亥姆霍兹方程的格林函数 

求如下问题的格林函数 

2 2( ) ( , ) ( ), (0 , ;0 , )k G x x a y y b          r r r r             (6.5.9a) 



0 0( , ) | ( , ) | 0, ( , ) | ( , ) | 0x x a y y bG G G G   
      r r r r r r r r            (6.5.9b) 

这时的参量 2k  ，算符 2L   .相应的边值问题 

2 2( ) ( ) ( ), (0 ;0 )k f x a y b      r r  

0 0( ) | ( ) | 0, ( ) | ( ) | 0x x a y y b         r r r r  

1) 特征函数法 

求解相应的特征值问题 

2 2( ) ( ) 0,(0 ;0 )i ik x a y b      r  

0 0( ) | ( ) | 0, ( ) | ( ) | 0i x i x a i y i y b         r r r r  

用分离变量法，令 

( ) ( ) ( )i X x Y y r                                          (6.5.10) 

2( ) ( )
0

( ) ( )

X x Y y
k

X x Y y

 
    

可得到两个方向上的特征方程和边界条件如下. 

2( ) ( ) 0xX x X x k                                       (6.5.11a) 

(0) ( ) 0X X a                                        (6.5.11b) 

2( ) ( ) 0yY y k Y y                                        (6.5.11c) 

(0) ( ) 0Y Y b                                           (6.5.11d) 

边界条件(6.5.11b)和(6.5.11d)由(6.5.9b)得到.求得两个方向上的归一化的特征函数

和特征值各自为 

2 2 π π
( ) sin , ( ) sin , ,x y x y

n m
X x k x Y y k y k k

a b a b
              (6.5.12) 

其中 m 和 n 都是正整数.总的特征函数和特征值是 

2 2 2

,

4 π π
( ) ( ) sin sin ,i n m i x y

n m
x y k k k

ab a b
    r r             (6.5.13) 

因为是二维系统，所以特征值和特征函数有两重指标. 

(1) 参量 2k 不等于特征值 

则格林函数为 

, ,

2 2 2 2
, 1 ,

2 2 2
, 1

( ) ( )( ) ( )
( , )

4 1 π π π π
sin sin sin sin

[( π / ) ( π / ) ]

n m n mi i

i n mi n m

n m

G
k k k k

n m n m
x y x y

ab k n a m b a b a b

   








  

 

 
 

 



r rr r
r r

(6.5.14) 



(2) 参量 2k 等于某一特征值 

设 

2 2 21 1π π
( ) ( )
n m

k
a b

                                         (6.5.15) 

则必须求广义格林函数，满足的方程为 

2 2 21 1

1 1 1 1

π π
( ( ) ( ) ) ( , ) ( ) ( )

π π π π4
sin sin sin sin

n m
G x x y y

a b

n m n m
x y x y

ab a b a b

        

 

r r

              (6.5.16) 

方程右边减去的这一项正是相应于特征值(6.5.15)的特征函数.套用广义而格林函数

的公式，得到 

1 1

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
1, 1, 1 1

π π π π4
( , ) sin sin sin sin

π π π π
sin sin sin sin

4

π ( ) ( )n n n m m m

n m n m
G x y x y

ab a b a b

n m n m
x y x y

ab a b a b

b n n a m m

 

   

  

 


  

 

r r

           (6.5.17) 

2) 分段表示法 

    本题是直角坐标系，两个方向都是有限范围，并且两个方向都存在特征函数

系，如(6.5.11)式所示.因此，可以任意选取一个方向作为分段计算.我们选取 x 坐标

作为分段计算的方向. 

2 2( ) ( , ) 0, (0 ;0 , )k G x x a y y b         r r                 (6.5.18) 

略去变量 r 后，相应的函数方程是 

2 2( ) ( ) 0k   r  

用分离变量法， ( ) ( ) ( )X x Y y r ，其中求解关于变量 y 的方程，就是(6.5.11)式.归

一化的特征函数和特征值见(6.5.13)式. 

函数 ( )y y  用此特征系展开. 

2 π π
( ) sin sin

m

m m
y y y y

b b b
                                (6.5.19) 

因为 sin
m

y
b


是一个完备系，将格林函数用此完备系展开. 

2 π π
( , ) ( , )sin sinm

m

m m
G g x x y y

b b b
   r r                      (6.5.20) 

(1) 参量 2k 不等于特征值 

将(6.5.19)和(6.5.20)代入原方程(6.5.9a)，经过求导之后，得到 



2
2

2

2 π π
[ ( , ) ( , )]sin sin

2 π π
( ) sin sin

m xm m

m

m

m m
g x x k g x x y y

b x b b

m m
x x y y

b b b



  



  




 

此式两边始终相等的条件是下式成立. 

2
2

2
( , ) ( , ) ( )m xm mg x x k g x x x x

x



    


                         (6.5.21a) 

这是 x 方向的格林函数应满足的方程，其边界条件可由(6.5.9b)得到， 

(0, ) ( , ) 0m mg x g a x                                       (6.5.21b) 

现在就可以用分段表示法来求此方程了.结果为， 

1
( , ) [sin ( )sin ( )

sin

sin sin ( ) ( )]

m xm xm

xm xm

xm xm

g x x k x a k x x x
k k a

k x k x a x x





    

   

         (6.5.22) 

将此式代入(6.5.20)式，最后得格林函数为 

2 π π 1
( , ) sin sin

sin

[sin ( )sin ( ) sin sin ( ) ( )]

m xm xm

xm xm xm xm

m m
G y y

b b b k k a

k x a k x x x k x k x a x x 

 

        

r r
   (6.5.23) 

其中 

2 2 2π
( )xm

m
k k

b
                                            (6.5.24) 

以上的解只有在 2 2 2π π
( ) ( )
n m

k
a b

  时成立. 

(2) 参量 2k 等于某一特征值 

当参量为某一特征值 2 2 21 1π π
( ) ( )
n m

k
a b

  时，需要求广义格林函数.广义格林函

数满足的方程就是(6.5.16)式.边界条件就是(6.5.8b).格林函数和函数仍然用(6.5.20)

和(6.5.19)的展开式，代入(6.5.16)式. 

2 2 21 1

2
2

12

1 1 1 1

π π 2 π π
( ( ) ( ) ) ( , )sin sin

2 π π
( ) ( , )sin sin

2 π π
( ) sin sin

π π π π4
sin sin sin sin

m

m

m m

m

m

n m m m
g x x y y

a b b b b

m m
k g x x y y

b x b b

m m
x x y y

b b b

n m n m
x y x y

ab a b a b



   


  



  

 







          (6.5.25) 

其中 

    2

1mk =(
21π )

n

a
+( 1πm

b
)

2 2π
( )
m

b
                               (6.5.26) 

将(6.5.25)两边用 y 方向的第 n 模式的本征函数做内积，得到 



1

2
2 1 1

12

π π2
( ) ( , ) ( ) sin sinn n nm

n n
k g x x x x x x

x a a a
 


     


         (6.5.27) 

当 1n m 时， 

2
2

1 12
( ) ( , ) ( ),n nk g x x x x n m

x



    


 

与(6.5.21a)式同，解式就是(6.5.22). 

1 1

1 1

1 1

1
( , ) [sin ( )sin ( )

sin

sin sin ( ) ( )]

m m m

m m

m m

g x x k x a k x x x
k k a

k x k x a x x





     

   

        (6.5.28a) 

    当 1n m 时，由(6.5.27)式得到 

1 1

2
2 1 1

12

π π2
( ) ( , ) ( ) sin sinm m

n n
k g x x x x x x

x a a a



     


 

其中刚好有
1 1

2 2 21
1

π
( )m n

n
k k

a
  ，见(6.5.26)式.当 x x 时， 

1 1 1 1

2
2

2

2
( ) ( , ) sin sinn m n nk g x x k x k x

x a


   


             

齐次方程的两个特解为 

1 11 2( ) sin , ( ) cosn nx k x x k x    

朗斯基行列式为 

1 1

1 1

1 1

sin cos

cos sin

n n

n n

n n

k x k x
W k k

k x k x
  


 

用公式(3.1.24)来求非齐次方程的特解.设 

10( , ) ( )sin nx x u x k x   . 

函数 u(x)的表达式可计算得到为 



1 1

1 1 1 1

1 1

1

1

1

1

1

1 1

1 1 1 1

2

1 1 1 1 12

2

2

3

2

3

2

cos sin2
( ) ( sin sin d cos sin d )

1
( sin 2sin cos d cos 2sin d )

1 2 sin 2
( sin sin cos )

2

1 1
( sin cos sin 2 cos )

2

1
( sin

n n

n n n n

n n

n

n

n

n

n

k x k x
u x k x k x x k x k x x

a k k

x x x x x x x
ak

x x
x x x

ak

x x k x x x
ak

x
ak

  

  


  

   

  

 

 

1

1 1 1

1

2

2

2

1
cos sin cos ) ( cos sin )

1
( cos sin ).

n

n n n

n

x x x x x x x
ak

k x k x k x
ak

  

 

  

另一种计算法 

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

1

1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 1 12

1 12

cos sin2
( ) ( sin sin d cos sin d )

2 2
(cos sin sin cos )sin d sin( )sin d

1
[cos( ) cos( )]d

1
[cos cos(2 )]d

n n

n n n n

n n

n n

n

n

k x k x
u x k x k x x k x k x x

a k k

x x x x x x x x x x
ak ak

x x x x x x x
ak

x x x x
ak

  

   

     

   

 

 



 1

1

1

1 1 1

1 1

1 02

2 2

1 1
[ cos sin(2 ) ]

2

1 1
( cos sin ) ( cos sin )

x x

x

n

n n n

n n

x x x x
ak

x x x k x k x k x
ak ak



 

   

 

它在边界上的值为 

1

1
(0) 0, ( ) ( 1) /

n

nu u a k   . 

这样，就得到特解为 

1

1 1 1

1

0 2

sin
( , ) ( sin cos )

n

n n n

n

k x
x x k x k x k x

ak



    . 

现在的广义格林函数就是(6.4.44)式： 

1

1 1 2 2 0

1 1 2 2 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ),  
( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ),  
m

a x x a x x x x x x
g x x

b x x b x x x x x x

  

  

     
  

     
       

系数按照(6.4.47)式来求， 

1

1

1

1

2
1 1

2

1
2 2

2

cos( )
( ) ( )

( ) ( )

sin( )
( ) ( )

( ) ( )

n

n

n

n

k xx
a x b x

p x W x k

k xx
a x b x

p x W x k






    

 


    

 

    



1 1

1

1 1 1 1

1

1

1 1

1 2

0 2

( ) sin , ( ) cos

sin
( , ) ( sin cos ) ( )sin

sin 0,cos ( 1)

n n

n

n n n n

n

n

n n

x k x x k x

k x
x x k x k x k x u x k x

ak

k a k a

 



 


    

  

 

再利用格林函数的边界条件(6.5.9b)，在 x a 和 0x  处分别得到 

1 1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

1

1 2

2

1 2

02

( , ) [ ( )sin ( )cos

sin
( sin cos )] 0

(0, ) [ ( )sin ( )cos

sin
( sin cos )] 0

m n n

n

n n n x a

n

m n n

n

n n n x

n

g a x a x k x a x k x

k x
k x k x k x

ak

g x b x k x b x k x

k x
k x k x k x

ak





   


   

   


   

 

所以有， 

1

1

1

1

2

2

( 1)
( 1) ( ) sin 0

( ) 0

n
n

n

n

a x k x
k

b x


   

 

 

因此，得到的格林函数是 

1 1 1

1

1

1

1

1

1 0

1 0

1
( )sin sin cos ( , ),  

( , )
cos

[ ( ) ]sin ( , ),  

n n n

n

m

n

n

n

a x k x k x k x x x x x
k

g x x
k x

a x k x x x x x
k






     


  


     



        

还有一个因子有待确定.这需要用到广义格林函数的对称性. 令

1 1
( , ) ( , )m mg x x g x x  ，得到 

1

1 1 1 1

1 1

1 0 1 0

cos1
( )sin sin cos ( , ) [ ( ) ]sin ( , )

n

n n n n

n n

k x
a x k x k x k x x x a x k x x x

k k
           

简化之后， 

    1( )a x sin
1nk x +

1
( )sin nu x k x=

11( )sin na x k x+
1

( )sin nu x k x  

显然，符合此式的解是 

    1( )a x =
1 1 1 1

2( ) ( sin cos ) /n n n nu x k x k x k x ak    

这样，我们就得到广义格林函数的表达式： 

1 1 1 1

1

1

1 1 1 1

1

1
( )sin ( )sin sin cos ,  

( , )
1

( )sin ( )sin cos sin ,  

n n n n

n

m

n n n n

n

u x k x u x k x k x k x x x
k

g x x

u x k x u x k x k x k x x x
k


     


  

      



 (6.5.28b) 

最后我们得到 2 2 21 1π π
( ) ( )
n m

k
a b

  时的(6.5.9)的广义格林函数解： 



2 π π
( , ) ( , )sin sinm

m

m m
G g x x y y

b b b
   r r            (6.5.29) 

其中，当 1m m 时， ( , )mg x x 是(6.5.28a)式，
1
( , )mg x x 项则是(6.5.28b)式. 

    简单小结一下。当参量非本征值，格林函数展开成(6.5.20)式，其中 x 方向的

格林函数 ( , )mg x x 是(6.5.22)式.若为本征值(6.5.15)式，则广义格林函数也可展开成

(6.5.20)的形式，其中 x 方向的格林函数 ( , )mg x x 当 1m m 是(6.5.28a)，与(6.5.22)形

式相同；但是
1
( , )mg x x 这一项是(6.5.28b). 

本例也可以对 y 方向分段求解.由于本例系统的简单性，只要在边值问题(6.5.8)

中将 x 和 y 交换，a 和 b 交换，边值问题的形式不变.在一个正确的解式中作这样的

交换得到的解式也一定是正确的.例如，在特征函数法的结果中这样的交换，解式

不变的.因此，只要将解式(6.5.20)中 x 和 y 交换，a 和 b 交换，就得到对 y 分段的

解. 例如，在(6.5.23)式中做这样的交换，就得到： 

2 π π 1
( , ) sin sin

sin

[sin ( )sin ( ) sin sin ( ) ( )]

m ym ym

ym ym ym ym

m m
G x x

a a a k b k b

k y b k y y y k y k y b y y 

  

        

r r
 

 

2. 圆内亥姆霍兹方程的格林函数 

    求解满足如下边值问题的格林函数. 

2 2( ) ( , ) ( ); ,k G r r a      r r r r                         (6.5.30a) 

0( , ) |rG 
  r r ， ( , ) | 0r aG 

 r r                             (6.5.30b) 

当参量k2 为零时，就是拉普拉斯方程的格林函数. 

    相应的边值问题是 

2 2( ) ( ) ( )k f  r r  

0( ) |r   r ， ( ) | 0r a  r  

既然是圆内问题，就采用极坐标.极坐标的拉普拉斯算符和函数的形式分别是 

2
2

2 2

1 1
( )r

r r r r 

  
  

  
                                (6.5.31) 

( ) ( )
( )

r r

r

   


  
 r r                               (6.5.32) 

1) 特征函数法 

求解相应的特征值问题 

2 2( ) ( ) 0i ik   r  

0( ) |i r   r ， ( ) | 0i r a  r  

柱坐标下的方程是 



2
2

2 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 0m m m mr k

r r r r
  



  
  

  
r r r                (6.5.33) 

用分离变量法求解此方程.令 ( ) ( ) ( )i R r  r ，得到 

2
2 2

2

( ) 1 ( )
( )

( ) ( )
i

r R r
r k r

R r r r




 

   
   

   
 

角向函数因子满足的方程是 

( ) ( ) 0                                              (6.5.34) 

在角向上由于函数的单值性，只能用周期性边界条件.得到解为 

i( ) e m                                               (6.5.35) 

其中 2m  ，m 是整数. 

径向方程 

2 2 2( )
( ) ( ) ( ) 0i

R r
r r k r m R r

r r

 
  

 
                       (6.5.36a) 

边界条件应该是 

(0) , ( ) 0R R a   

令 

kr   

得到 

2
2 2 2

2

( ) ( )
( ) ( ) 0

R R
m R

 
   

 

 
   

 
                  (6.5.36b) 

这是 m 阶贝塞尔方程.其通解为第一和第二类贝塞尔函数的线性组合. 

( ) ( ) ( )m mR kr AJ kr BY kr                                  (6.5.37) 

符合边界条件的解是 

,0, ( ) 0m m nB J k a                                        (6.5.38) 

设
,( )m m nJ k r 在[0, ]a 上的归一化系数是

,m nN  

2 2

, ,
0

( ) d
a

m n m m nN J k r r r   

需要计算解函数的归一化系数.现在边界上采用了第一类边界条件，所以归一化系

数的公式就是(4.7.15)式. 

    
2 2

2 2 2

, , 1 ,[ ( )] [ ( )]
2 2

m n m m n m m n

a a
N J k a J k a

                       (6.5.39) 

归一化的特征函数是 

,

,

,

( ) e
( ) ( )

2π

im
m m n

i m n

m n

J k r

N



  r r                              (6.5.40) 



特征值由(6.5.38)式决定.特征函数和特征值都具有两个指标. 

(1) 参量 k 不等于特征值 

则格林函数为 

*

, , , , i ( )

2 2 2 2 2
1 1, , ,

( ) ( ) ( ) ( )1
( , ) e

2π ( )

m n m n m m n m m n m

n m n mm n m n m n

J k r J k r
G

k k k k N

 
    



   

 
  

 
   

r r
r r (6.5.41) 

(2) 参量 k 等于某一特征值 

此时，由于边界条件(6.5.30b)是非齐次的，可用 6.4.2 小节的办法，即求解具

有齐次边界条件的特征值问题(6.4.24).可是当我们把边界条件(6.5.30b)改成齐次的

之后，我们发现，径向方程(6.5.36a)m=0 时没有符合边界条件的非零特征函数解；

当 m0 时，在齐次边界下得到的特征函数与自然边界条件下得到的特征函数是相

同的.这是一个特殊情况.因而，此时我们只能求解原非齐次边界条件下的广义格林

函数. 

若 2 2

1, 1m nk k ，则容易写出广义格林函数为 

1

1 1

1 1, 1 i ( )

1 1, 12

1, 1

, , i ( )

2 2 2
1, . 1, 1 , ,

( )
( , ) ( )e

2π

( ) ( )1
e

2π ( )

m m n m

m m n

m n

m m n m m n m

n n n m m m n m n m m n

J k r
G J k r

N

J k r J k r

k k N

 

 



 


   


 





 

r r

                   (6.5.42) 

2) 分段表示法 

在柱坐标下，(6.5.30a)式写成 

2
2

2 2

1 1 ( ) ( )
( ( ) ) ( , )

r r
r k G

r r r r r

   



     
  

  
r r          (6.5.43) 

我们选择在径向做分段计算.当 r r 时 

2
2

2 2

1 1
( ( ) ) ( , ) 0;( ;0 2 )r k G r r a
r r r r

 


  
       

  
r r  

略去变量 r 后，相应的函数方程是 

2
2

2 2

1 1
( ( ) ) ( ) 0r k
r r r r




  
  

  
r  

此方程的形式与(6.5.33)同.进行分离变量之后，只求解角向的特征方程.归一化的特

征函数和特征值见(6.5.35)式.因此，函数的角向因子可用此特征函数系展开. 

i ( )( ) e m

m

   






                                       (6.5.44) 

格林函数做如下展开. 

i ( )( , ) ( , )e m

m

m

G g r r  






  r r                                 (6.5.45) 

将上两式代入(6.5.43)式. 

2
2 i ( ) i ( )

2

1 ( )
[ ( ) ( )] ( , )e em m

m

m m

m r r
r k g r r

r r r r r

    
  

 

  
  

 
   

经过算符作用之后，方程两边相等的条件是下式成立. 



2
2

2

1 ( )
[ ( ) ( )] ( , )m

m r r
r k g r r

r r r r r

   
  

 
                     (6.5.46) 

满足此方程的 ( , )mg r r 也叫做径向格林函数.相应的边界条件从(6.5.30b)得到： 

(0, )mg r  ， ( , ) 0mg a r                                    (6.5.47) 

从(6.5.46)得到格林函数的跃变条件为 

0 0
[ ( , )] [ ( , )] 1m mr r r r
r g r r r g r r

r r
     

 
  

 
                    (6.5.48) 

    现在可用分段表示法来求解径向格林函数的方程(6.5.46).当 r r 时 

2
2

2

1
[ ( ) ( )] ( , ) 0m

m
r k g r r

r r r r

 
  

 
                          (6.5.49) 

这是 m 阶贝塞尔方程.其通解为第一和第二类贝塞尔函数的线性组合. 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ),
( , )

( ) ( ) ( ) ( ),

m m

m

m m

a r J kr a r Y kr r r
g r r

b r J kr b r Y kr r r

   
  

   
                    (6.5.50) 

根据连续性和跃变条件 

1 1 2 2

1 1 2 2

[ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )] ( ) 0

[ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )] ( ) 1/

m m

m m

a r b r J kr a r b r Y kr

a r b r J kr a r b r Y kr r

        

           
 

令 ( ) ( ) ( ), 1,2i i ic r a r b r i     ， 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 1/

m m

m m

c r J kr c r Y kr

c r J kr c r Y kr r

    

       
 

其中的系数行列式 

( ) ( ) 2

( ) ( ) π

m m

m m

J kr Y kr

J kr Y kr kr

 


    
 

结合上两式解得： 

1 1 1 2 2 2

π π
( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
m m

k k
c r a r b r Y kr c r a r b r J kr              (6.5.51) 

由边界条件(6.5.47)，可从(6.5.50)得 

2 1 2( ) 0, ( ) ( ) ( ) ( ) 0m ma r b r J ka b r Y ka                           (6.5.52) 

结合(6.5.51)式解得： 

2 1

1

( )π π
( ) ( ), ( ) ( ),

2 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )π π
( )

2 ( ) 2 ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

m
m m

m

m m m m m

m m

m m m m m

Y kak k
b r J kr b r J kr

J ka

Y ka J kr J ka Y kr U a rk k
a r

J ka J ka

U r r Y kr J kr J kr Y kr

     

  
  

   

 

因此径向格林函数是 

( , ) ( , )π
( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

2 ( ) ( )

m m
m m m

m m

U a r U a rk
g r r J kr r r J kr r r

J ka J ka
 


           (6.5.53) 



代入(6.5.45)，得到总的格林函数 

i ( ) ( , ) ( , )π
( , ) e [ ( ) ( ) ( ) ( )]

2 ( ) ( )

m m m
m m

m m m

U a r U a rk
G J kr r r J kr r r

J ka J ka

   







      r r (6.5.54) 

当数值 k 恰好满足 ( ) 0mJ ka  时，这一解式不适用.这时需要求解相应的广义格林函

数. 

 

 

图 6.1 

 

3. 电磁波受到理想导体劈的散射 

    这是从无穷远处入射的平面波受到尖端处于原点的理想导体劈的散射.如图

6.1，劈尖的半角是.以劈尖的角平分线作为 x 轴.入射的是偏振方向为 z 方向的电

场.由于劈尖是理想导体，根据电磁场的边界条件，在劈尖表面的电场值为零. 

   求解的思路是，先考虑空间一点( r ,  )处的点源在劈尖以外各点产生的场.当

r时就成为从无穷远处以 角度入射的平面波受到劈尖散射之后在空间各点

产生的场.因此先求解满足如下边值问题的格林函数. 

2 2( ) ( , ) ( ); 2πk G           r r r r                      (6.5.55a) 

0( , ) |rG 
  r r ，

,2π( , ) | 0G    
 r r                           (6.5.55b) 

极坐标的拉普拉斯算符和函数的形式分别是 

2
2

2 2

1 1 ( ) ( )
( ( ) ) ( , ) ; 2π

r r
r k G

r r r r r

   
  



     
     

  
r r (6.5.56) 

用分段表示法求解.选择在径向分段. 

1) 求角向特征函数系 

当 r r 时，(6.5.56)式成为 

2
2

2 2

1 1
( ( ) ) ( , ) 0; 2π ,r k G r r
r r r r

  


  
       

  
r r  

略去变量 r 后，相应的函数方程是 

2
2

2 2

1 1
( ( ) ) ( ) 0r k
r r r r




  
  

  
r  

进行分离变量之后，只求解角向的特征方程， 

( ) ( ) 0                                            (6.5.57a) 

边界条件为 

( ) (2π ) 0                                        (6.5.57b) 



o x

( , )r  



边值问题(6.5.57)的解已经在第五章 5.4 节的例 4 中求出.正交归一的函数系是 

1 π( )
{ sin }

2(π )π

n  






                                     (6.5.58) 

其中 n 是正整数.特征值是 

2

n                                                    (6.5.59) 

其中令 

π
, 1,2,3,

2(π )

n
n


 


                                   (6.5.60) 

因此，函数的角向因子可用此特征函数系展开. 

1
( ) sin ( )sin ( )

π 

        




    

                     (6.5.61) 

格林函数做如下展开. 

1
( , ) ( , ) sin ( )sin ( )

π
G g r r



     




    


r r                (6.5.62) 

2) 求径向格林函数 

将上两式代入(6.5.56)式. 

2 21
( ( ) ) ( , )sin ( )sin ( )

( ) sin ( )sin ( )

r k g r r
r r r

r r






      

      





 
    

 

    




 

经过算符作用之后，方程两边相等的条件是下式成立. 

2 21
( ( ) ) ( , ) ( )r rk g r r r r

r r r
 

 
    

 
                      (6.5.63) 

这是径向格林函数 ( , )g r r
 应满足的方程.用分段表示法求解. 

    当 r r 时 

2 2 2[ ( ) ( )] ( , ) 0r r k r g r r
r r


 

  
 

 

令 

kr   

得到 

2
2 2 2

2
[ ( )] ( , ) 0g r r   

 

 
   

 
 

这是阶贝塞尔方程.由于 r 的范围可以是无穷大，无法建立在有限 r 处的边界条件，

因此这个方程是没有本征函数的.只能采用分段表示法. 

其通解可以为第一和第二类，也可以是第一和第三类贝塞尔函数的线性组合.

经过验证，发现写成第一类贝塞尔函数和第二类汉克尔函数的线性组合是比较方

便的.要注意的是，现在的不是整数. 



(2)

1 2

(2)

1 2

( ) ( ) ( ) ( ),
( , )

( ) ( ) ( ) ( ),

a r J kr a r H kr r r
g r r

b r J kr b r H kr r r

 


 

    
  

   
                   (6.5.64) 

根据连续性和跃变条件 

(2)

1 1 2 2

(2)

1 1 2 2

[ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )] ( ) 0

[ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )] ( ) 1/

a r b r J kr a r b r H kr

a r b r J kr a r b r H kr r

 

 

        

          
 

令 ( ) ( ) ( ), 1,2i i ic r a r b r i     ， 

(2)

1 2

(2)

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 1/

c r J kr c r H kr

c r J kr c r H kr kr

 

 

    

      
 

其中的系数行列式 

(2)

(2) (2)

(2)

( ) ( ) 2i
( ) ( ) ( ) ( )

π( ) ( )

v v

v v v v

v v

J kr H kr
J kr H kr J kr H kr

krJ kr H kr

 
      

  
 

解得： 

(2)

1 1 1 2 2 2

π π
( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

2i 2i
v

k k
c r a r b r H kr c r a r b r J kr

              (6.5.65) 

由边界条件 

    g (0, r )   

得到 

2 ( ) 0a r   

(2)

1

(2)

1

iπ
( ) ( ) ( ) ( ),

2
( , )

iπ
( ) ( ) ( ) ( ),

2

v

k
b r J kr H kr J kr r r

g r r
k

b r J kr H kr J kr r r

 



  


   

  
    


 

由于无穷远处的边界条件没有给定，所以需要利用格林函数的对称性.容易看出来，

当取 

1( ) 0b r   

时 

(2)

(2)

( ) ( ),iπ
( , )

2 ( ) ( ),

H kr J kr r rk
g r r

J kr H kr r r

 


 

  
  

 
                       (6.5.66) 

3) 总的格林函数 

将(6.5.66)式代入(6.5.62)式就得到总的格林函数. 

(2)

(2)

( ) ( ),iπ
( , ) sin ( )sin ( )

2(π ) ( ) ( ),

H kr J kr r rk
G

J kr H kr r r

 

  

     


   
    

  
r r (6.5.67) 

最后我们来说明为什么在(6.5.64)式中取第一类贝塞尔函数和第二类汉克尔函

数的线性组合.考虑 r时，源趋于无穷远，应该得到一个无穷大空间中的解，

二维空间这样的解已经求得为 

2 (1)

0

i
( , ; ) ( | |)

4
G k H k    r r r r                              (6.5.68a) 



2 (2)

0

i
( , ; ) ( | |)

4
G k H k   r r r r                               (6.5.68b) 

其中G是中心发出的出射波，G是向中心的汇聚波.我们现在 r，考虑的是

从无穷远处入射的波，所以应该取G . 

利用汉克尔函数的渐进式 

(2) 2 π π
( ) exp[ i( )]

π 2 4
H k k

k



 


                        (6.5.69) 

当 r时 

    | |r r  r r cos(   )                                 (6.5.70) 

因此 

(2) i [ cos( )] i i cos( )

0

2i 2i
( ) e e e

π π

k r r kr krH k
kr kr

   
         

 
 

格林函数的渐近行为是 

    G ( , r r ) =
i

4

2i

πkr

ie kr i cos( )e kr                            (6.5.71) 

考虑格林函数 ( , )g r r
 中 r r 的部分. 

(2)iπ
( , ) sin ( )sin ( ) ( ) ( ),

2(π )

k
G H kr J kr r r 



     




      


r r   (6.5.72) 

当 r，汉克尔函数用(6.5.69)的渐近式. 

(2) i2i
( ) i e

π

krH kr
kr





   


 

代入(6.5.72)式， 

iiπ 2i
( , ) e i sin ( )sin ( ) ( )

2(π ) π

krk
G J kr

kr






     



    


r r (6.5.73) 

式(6.5.71)和(6.5.73)应相等，易见，此两式随 r时的渐近行为时一样的.都是

ie /kr r
 的行为.这就是为什么在(6.5.64)式中取第二类汉克尔函数做线性组合.若

用第二类贝塞尔函数，则渐近行为有所不同，不能与(6.5.71)式匹配. 

因为式(6.5.71)和(6.5.73)应相等，我们可以得到如下的展开式. 

i cos( ) 2π
e i sin ( )sin ( ) ( )

π

kr k
J kr  




     



   


             (6.5.74) 

其中的取值见(6.5.60)式.这是平面波在劈尖以外区域的展开式. 

(iv) 半无限大理想金属板对电磁波的散射 

当图 6.1 中的劈尖的半角等于零时，并不是劈尖消失了，而是成为一个位于

正 x 轴的半无穷大薄板.这是因为我们在求解角向的特征函数系时用的边界条件是

(6.5.57b)，而不是周期性边界条件.在(6.5.67)和(6.5.60)式中令 0  ， 



(2)

(2)
1

( ) ( ),i
( , ) sin( )sin( )

2 2 2 ( ) ( ),n

H kr J kr r rk n n
G

J kr H kr r r

 

 

 




  
  

 
r r             (6.5.75) 

这就是半无限大理想金属板以外区域的格林函数. 

 

 

 

6.5.3 三维格林函数求解实例 

 

 

球内问题拉普拉斯方程 

2 ( , ) ( ); ,G r r a    r r r r                               (6.5.76a) 

0( , ) |rG 
  r r ， ( , ) | 0r aG 

 r r                             (6.5.76b) 

既然是球对称的问题，就用球坐标.拉普拉斯算符和函数的形式是 

2
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
( ) (sin )

sin sin
r

r r r r r


    

    
   

    
   

2

( ) ( ) ( )
( )

sin

r r

r

      




    
 r r  

先解拉普拉斯方程在边界条件(6.5.76b)下的特征值问题.令 

( ) ( ) ( ) ( )r R r      

2
2

2 2

1 d d 1 d d 1 d
( ) (sin ) 0

d d sin d d sin d

R
r

R r r


    

 
  
 

 

此式分解成以下两式， 

21 d d
( )

d d

R
r

R r r
                                           (6.5.77) 

2

2 2

1 d d 1 d
(sin )

sin d d sin d
 

    

 
  

 
                      (6.5.78) 

式(6.5.78)球谐函数满足的方程.归一化的解为球谐函数 

i( , ) ( ) ( ) (cos )em m m

l lY P                                   (6.5.79) 

它是连带勒让德函数 ( ) (cos )m

lP   和 i( ) e m  的乘积.特征值为 

( 1),( 0,1,2, )l l l    ， 0, 1, 2, ,m l     

把这一特征值代入径向方程(6.5.77) 

2
2

2

d d
2 ( 1) 0

d d

R R
r r l l R

r r
     

由(6.5.76b)，径向方程应满足的边界条件是 

(0) , ( ) 0R R a  ， ( , ) | 0r aG 
 r r                                 

此方程的通解 



1
( ) l

l

B
R r Ar

r 
   

若由边界条件知， 0, 0A B  .因此，本问题不存在特征函数系. 原因是在贝塞尔

方程中的参量为零，非特征值.只能用分段表示法求解. 

由于沿径向是没有特征函数的，因此就考虑在径向采用分段表示法. 

2 2

2

( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ,    

sin

( , ,0 2π,0 π)

r r
k G

r

r r a

      



 

    
  

     

r r
                 (6.5.80) 

当 r r 时的方程为 

2 2( ) ( , ) 0,    ( ,0 2π,0 π)k G r r a           r r  

经过分离变量之后，角向的方程就是(6.5.78).归一化的特征函数就是球谐函数

(6.5.79)式.因此有 

*

0

( ) ( ) sin ( , ) ( , )
l

m m

l l

l m l

Y Y          


 

                    (6.5.81) 

此处不能漏掉一个权重函数 sin .将格林函数也用此特征函数系展开， 

*

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

m m

l l

l m l

G Y Y g r r   


 

   r r                  (6.5.82) 

将上两式代入(6.5.80)式， 

* 2

0

*

0

( , ) ( , )[ ( ) ( 1)] ( , )

( ) ( , ) ( , )

l
m m

l l

l m l

l
m m

l l

l m l

Y Y r l l g r r
r r

r r Y Y

   

    



 



 

 
   

 

   




 

经过算符的作用，等式成立的条件是 

2[ ( ) ( 1)] ( , ) ( )r l l g r r r r
r r


 

    
 

                        (6.5.83) 

此处的 ( , )g r r 是球坐标下的径向格林函数.边界条件为 

(0, )g r  ， ( , ) 0g a r                                    (6.5.84) 

跃变条件 

2 2

0 0
[ ( , )] [ ( , )] 1

r r r r
r g r r r g r r

r r
     

 
  

 
                   (6.5.85) 

径向格林函数方程的分段解为 

1

1 2

1

1 2

( ) ( ) ,
( , )

( ) ( ) ,

l l

l l

a r r a r r r r
g r r

b r r b r r r r

 

 

    
  

   
                        (6.5.86) 

由连续条件和跃变条件， 

1

1 1 2 2

1 2 2

1 1 2 2

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0

[ ( ) ( )] ( 1)[ ( ) ( )] 1/

l l

l l

a r b r r a r b r r

a r b r lr l a r b r r r

 

  

        

          
 

令 ( ) ( ) ( ), 1,2i i ic r a r b r i     ，得到 



1

1 2

1 2 2

1 2

( ) ( ) 0

( ) ( 1) ( ) 1/

l l

l l

c r r c r r

lc r r l c r r r

 

  

    

      
 

解得 

2 1 1

1 1 1 2

2

2 2 2 2

( ) ( ) ( )
2 1 2 1

( ) ( ) ( )
2 1 2 1

l l

l l

r r r
c r a r b r

l r l

r r r
c r a r b r

l r l

     
     

 

  
       

 

                   (6.5.87) 

由边界条件(6.5.84)式得到 

1

2 1 2( ) 0, ( ) ( ) 0l la r b r a b r a       

代入(6.5.87)解出 

2 1 2 1
2 1

2 1 1( ) , ( ) , ( )
2 1 2 1 2 1

l l l l
l lr r r a

b r b r a a r r
l l l

   
    

      
  

 

得到径向格林函数为 

2 1 2 1 2 1 2 1

( , ) ( ) ( )
2 1 2 1

l l l l
l l l lr a r a

g r r r r r r r r r r
l l

 
         

       
 

     (6.5.88) 

代入(6.5.82)得总的格林函数为 

*

0

2 1 2 1 2 1 2 1

( , ) ( , ) ( , )

[ ( ) ( )]
2 1 2 1

l
m m

l l

l m l

l l l l
l l l l

G Y Y

r a r a
r r r r r r r r

l l

   

 



 

       

  

  
      

 

r r

            (6.5.89) 

本题的特点是，在径向不存在特征函数系，而在另外两个方向上是存在特征函数

系的. 

 

 

 

§6.7 一阶微分方程的格林函数 

 

 

 

对于自伴算子，可以如 6.4.1 小节一样证明，格林函数具有 (6.4.7)式那样的对

称性. 

 

 

6.7.1 非齐次方程边值问题 

 

带参量的一阶微分方程的边值问题的一般形式如下. 

d
[ ( ) ( )] ( ) ( );

d
p x q x x f x a x b

x
                          (6.7.1a) 

( ) ( )a b                                         (6.7.1b) 

设在区间[ , ]a b 上， ( ) 0p x  . 



仿照方程二阶微分方程的情况，将边值问题(6.7.1)分成两部分. 

( ) ( ) ( )x x x                                           (6.7.2) 

其中函数 ( )x 满足带非齐次边界条件的齐次方程， ( )x 满足带齐次边界条件的非

齐次方程. 

 

 

6.7.2 齐次方程边值问题 

 

函数 ( )x 满足的边值问题如下. 

d
[ ( ) ( )] ( ) 0;

d
p x q x x a x b

x
                               (6.7.3a) 

( ) ( )a b                                            (6.7.3b) 

容易得到其解为 

1
1

1

( )
( ) exp[ d ]

( )

x

a

q x
x C x

p x





                                     (6.7.4) 

由边界条件，得到 

1
1

1

( )
exp[ d ]

( )

b

a

q x
C C x

p x


  


   

因此，常数 C 为 

1

1
1

1

( )
exp[ d ]

( )

b

a

q x
C x

p x


  



 
  

 
  

当 0  时， 0C  ，即一阶齐次微分方程只有在非齐次边界条件下才有解.得到(6.7.3)

的解为 

1

1 2
1 2

1 2

( ) ( )
( ) exp[ d ] exp[ d ]

( ) ( )

b x

a a

q x q x
x x x

p x p x

 
   



  
  

 
          (6.7.5) 

例如，当 ( ) i, ( ) 0p x q x   时，
i ( )

i ( )

e
( )

e

x a

b a
x








 







.    

 

 

6.7.3 非齐次方程与格林函数 

 

函数 ( )x 满足的边值问题如下. 

d
[ ( ) ( )] ( ) ( );

d
p x q x x f x a x b

x
                          (6.7.6a) 

( ) ( ) 0a b                                         (6.7.6b) 

与边值问题(6.7.6)相应的是满足如下微分方程和齐次边界条件的格林函数. 



d
[ ( ) ( )] ( , ) ( ); ,

d
p x q x G x x x x a x x b

x
                      (6.7.7a) 

( , ) ( , ) 0G a x G b x                                      (6.7.7b) 

一旦格林函数解出之后， 

( ) ( , ) ( )d
b

a
x G x x f x x                                        (6.7.8) 

我们还是用分段表示法来解格林函数.只不过要注意，现在的跃变条件是 

1
( 0 , ) ( 0 , )

( )
G x x G x x

p x

                                  (6.7.9) 

此时的格林函数本身是不连续的. 

当 x x 时，方程 

    [ ( )p x
d

dx
( )q x ] ( , )G x x =0 

的解如(6.7.4)式. 

( ) ( )
( , ) ( )exp[ d ] ( ) ( )exp[ d ] ( )

( ) ( )

x x

a a

q y q y
G x x A x y x x B x y x x

p y p y

 
 

 
          

为简便计，令 

( )
( ) exp[ d ]

( )

x

a

q y
x y

p y





   

由跃变条件(6.7.9)式 

( ) ( ) 1/ ( ) ( )A x B x p x x      

再用边界条件(6.7.7b)， 

( ) ( ) ( ) 0A x B x b      

由此两式解得 

( ) ( ) / ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) / ( ) ( )

1
( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 ( )
( ) ( ) (1 )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

A x B x p x x B x B x b p x x

B x
p x x b

b
A x B x

p x x p x x b p x x b

        



  

 

      

           

  
  

     
      

 

再令 

( )b     

球的格林函数为 

( , ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) 1
( )[ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )

( )
[ ( ) ( ) ( )]

( ) ( )

G x x x A x x x B x x x

b
x x x x x

p x x p x x

x
b x x x x

p x x

  

 
  

 


  



       

    
    

    
  

         (6.7.10) 

最简单的情况是 ( ) i, ( ) 0p x q x    



这时 

i ( ) i ( )( )
( ) exp[ d ] e , e

( )

x x a b a

a

q y
x y

p y

 
   

      

格林函数简化为 

i ( )
i ( )

i ( ) i ( )

i ( )
i i

i i

e
( , ) [ e ( ) ( )]

i e ( e )

i e
[ e ( ) e ( )]

e e

x a
b a

x a b a

x x
b a

a b

G x x x x x x

x x x x




 


 

 

  
 

   
 




 



     
 

    


 

 

6.7.4 边值问题的通解 

 

边值问题(6.7.1)的解就是 

( ) ( ) ( , ) ( )d
b

a
x x G x x f x x                                    (6.7.11) 

其中 ( )x 和 ( , )G x x 分别是(6.7.5)和(6.7.10)式. 

式(6.7.11)是边值问题(6.7.1)的标准的求解公式.假如(6.7.1)扩展成如下的形式， 

d
[ ( )] ( ) ( , ( ));

d
q x y x f x y x a x b

x
                            (6.7.12a) 

( ) ( )y a y b                                            (6.7.12b) 

其中非齐次项中含有待求函数 ( )y x ，那么解式仍然是(6.7.11). 

( ) ( ) ( , ) ( , ( ))d
b

a
y x x G x x f x y x x                                (6.7.13) 

只不过现在(6.7.13)式的被积函数中有待求函数 ( )y x ，所以这是一个积分方程. 

 

 

 

本章重点 

 

格林函数的定义。 

格林函数在求解非齐次微分方程中的作用。 

求解格林函数的三个基本方法。熟练掌握特征函数法和分段表示法。 

格林函数的对称性。 

会求一维边值问题的格林函数。 

 

轻点 

拉普拉斯算子的三维和一维空间基本解的求解过程和解的形式。由求解过程

可以体会：傅里叶变换法可以看做是特征函数法的一个特例。 

二阶微分方程的解 6.4.2小节。 

1.边值问题解的一般公式一维(6.4.14)，高维(6.5.7)。 

2.参量非齐次方程特征值时非齐次方程的解。 

3.参量为齐次方程特征值时非齐次方程的解。 

运用分离变量法求解二维问题的格林函数。 



 

 

小贴士 

 

本章讲的是数学物理方程中的格林函数。不要与量子统计中的格林函数理论

相混淆。 

格林函数在电动力学的静电学中已经用到过。电像法在本讲义中未介绍。 

格林函数在第八章求积分方程中要用到。 

本章既用到了第五章的函数，也用到了第三章的常微分方程的理论。 

格林函数是求解积分方程中的一个常用的方法。 

格林函数是具有函数源的微分方程的解。本章写的微分方程中，只含空间的

导数。还有更复杂的情况，就是，除了对空间的导数，还要加上对时间的一阶或

者二阶导数。第五章的(5.2.19)给出了加上时间一次导数项的一个例子。那是薛

定谔方程(或者扩散方程)的格林函数。其解(5.2.20)在高量中被称为传播子。如

果在(5.2.19)式中，把时间的一次导数项换成二阶导数，那么，就成为电磁场波

动方程的格林函数满足的方程，其解称为电磁场的传播函数。 

本书没有介绍加上一阶和二阶时间导数项的格林函数的解。程建春著《数学

物理方程及其近似方法》一书中有些介绍。有兴趣的同学可参考。这方面的内容，

如果要详细介绍，还需要很多的篇幅。作者认为，要介绍，就应当详细介绍，把

细节都说清楚。作者不想只介绍一些皮毛。但是再写更多的内容不太妥当，就干

脆未写这部分的内容。 

 

 

布置习题： 

做以下习题 2,3,4 中(1)(2),9,11,21，28,，此外，再任选 5 题。 

 

 

 

习题 

 

1. (1) 求
2

2

d
( , ) ( ),0 , 1; (0, ) (1, ) 0

d
G x x x x t t G x G x

x
          的解.它应该就是

(6.3.24)式. (2) 求
2

2

d
( ) ( , ) ( ),0 , 1; (0, ) (1, ) 0
d

G x x x x t t G x G x
x

            的解.当

求 0  时，就回到(1)的解. 

2. 对于三阶微分算符 

3 2

2 1 03 2

d d d
( ) ( ) ( ) ( )

d d d
L x f x f x f x

x x x
      

用分段表示法求解格林函数.从结果推断 n 阶微分算符的格林函数的表达式. 

3. 求满足如下边值问题的格林函数 

2
2

2

d
( ) ( , ) ( ),0 ,
d

k G x x x x x x
x

         

i( 0) 1, ( ) ~ e kxG x G x     



这是半无限长导线上的电压(或电流)满足的一维亥姆霍兹方程的格林函数. 

4. 求以下边值问题的格林函数. 

(1) 

2
2

2

d
( ) ( , ) ( ),0 , π
d

G x x x x x x
x

        ， 0 π

d d
[ ( , )] 0,[ ( , )] 0
d d

x xG x x G x x
x x

 
    

(2) 
2

2

d
( , ) ( ),0 , 1

d
G x x x x x x

x
       

0 1

d d
(0, ) (1, ) 0,[ ( , )] [ ( , )] 0

d d
x xG x G x G x x G x x

x x
 

        

(3) 

2

2

d
( 1) ( , ) ( ),0 , 1
d

G x x x x x x
x

       ，

0 1

d d
(0, ) (1, ),[ ( , )] [ ( , )]

d d
x xG x G x G x x G x x

x x
 

      

(4) 
2

2

2

d
( ) ( , ) ( ),0 , 1
d

k G x x x x x x
x

        

1 1

d d
(0, ) [ ( , )] , (1, ) [ ( , )]

d d
x xG x G x x G x G x x

x x
 

      

(5) 

3

3

d
( , ) ( ),0 , 1

d
G x x x x x x

x
       

0 1

d d
(0, ) (1, ) 0,[ ( , )] [ ( , )]

d d
x xG x G x G x x G x x

x x
 

       

5. 求以下边值问题的格林函数 

(1) 
2

2

d
( 1) ( , ) ( )
d

G x x x x
x

    ， | |x 时，格林函数的值有限. 

(2) 
2

2

d
( 1) ( , ) ( ), ( , ) ( , ) 0
d

G x x x x G a x G a x
x

         .当a 时，解应趋于(1)的结

果. 

6. 证明格林函数的围线积分公式：  

1
d ( , , ) ( )

2πi C
G x x x x      

其中积分回路 C 包含格林函数 ( , , )G x x  的所有一级极点. 

7. 将格林函数的表达式(6.3.11)代入(6.3.1)验证是满足此方程的. 

8. 对于阻尼振子，用傅里叶变换法求解格林函数. 

9. 由(6.1.14)式，格林函数在特征值处似乎一定是一级极点.其实并不尽然.情况以

下二阶微分方程的边值： 



2
2

2

d
( ) ( ) 0, (0) 0, (0) (π) 0
d

y x y y y
x

        

求出其特征函数和特征值.求出满足同样边值问题的格林函数.此题的格林函数在

特征值处是二级极点.不过本章只考虑格林函数在特征值处是一级极点的情况. 

10. 我们在 6.2 节中用特征函数法求出了拉普拉斯算子格林函数的基本解.请用分

段表示法求拉普拉斯算子格林函数的基本解.用球坐标系，可得到一、二、三维空

间的统一的径向方程，得到格林函数的统一的表达式.并依此方法，求出四维空间

中的基本解. 

11.广义格林函数 ( , ; )mg x x  满足的方程(6.4.33)并不保证它具有对称性(6.4.7)式. 

为实现这一对称性，需要再加一定的限制条件。一种限制条件是：

* *

1 1d ( ) ( , ; ) ( ) ( )
b

m m m
a

x x g x x x c x    ，其中 c 是常数.请证明，在这一条件下广义格

林函数 ( , ; )mg x x  具有对称性(6.4.7).式(6.4.40)的形式满足这一条件.这是一个充分

条件. 

12. 求解(6.5.21)的格林函数.即获得表达式(6.5.22). 

13. 将分段表示法的结果(6.5.22)用特征函数系展开，结果与特征函数法的结果

(6.5.14)是否相同. 

14. 将(6.5.54)式中的径向格林函数展开，可否得到(6.5.41)？ 

15. 试证明，存在特征函数集时，求解格林函数的特征函数法和分段表示法这两种

方法是等价的.意思是说，从一个表达式出发，可以推得另一个表达式. 

16. 对于边值问题(6.5.30)，是否可以在角向上进行分段求解？若行，试求解之. 

17. 对于圆内的亥姆霍兹方程边值问题(6.5.30)，用分段表示法求解当参数 k 恰好为

特征值时的广义格林函数的解. 

18. 用分段表示法求球内亥姆霍兹方程的格林函数 

2 ( , ) ( ); ,G r r a    r r r r   

0( , ) |rG 
  r r ， ( , ) | 0r aG 

 r r   

19. 二维长方形内如下边值问题. 

2 2( ) ( , ) ( ), (0 , ;0 , )k G x x a y y b          r r r r    

0 0[ ( , )] | [ ( , )] | 0,[ ( , )] | [ ( , )] | 0x x a y y bG G G G
x x y y

   

   
      

   
r r r r r r r r  

20. 求解环形区域的格林函数. 

2 ( , ) ( ); ,G a r r b     r r r r   

( , ) | ( , ) | 0r a r bG G 
  r r r r   

21. 我们已经计算了理想导体劈的散射(6.5.67)，其中的边界条件是，在劈尖表面上

格林函数的值为零.这实际上是振动方向与平面垂直的电场受劈尖散射的分布.现

在将边界条件修改如下. 

2 2( ) ( , ) ( ); 2πk G           r r r r   



0( , ) |rG 
  r r ， ,2π[ ( , )] 0G   


 


 


r r    

这实际上是振动方向与平面垂直的电场受劈尖散射的分布.请求解这一格林函数. 

26. 求解边值问题，
22 2( ) (4 6)e ; lim ( ) 0r

r
r 


   r r . (提示：用(6.5.8). 答案：

2

( ) e r r ) 

28. RC 电路中，电动势是 E，C 两端的电压是 u，电路中的电流是 i.E、电阻 R 和

电容 C 是常量.电压 u 电流 i 和电容极板上的电荷量 q 是随时间而变化的.在此回路

中有关系式， 0E iR u    ；电流就是电容极板上电量的变化率，
dq

i
dt

 ；电容

上的电压与电量的关系为，
q

u
C

 ；由以上三式得到 

0
dq q

R E
dt C

     

设初始条件：当 0t  时， 0q  .用 6.7 节的方法求解之. 

29 我们已经算得一阶微分方程齐次边界条件的格林函数是(6.7.10)式.若算子是自

伴的，取最简单的自伴形式， ( ) i, ( ) 0p x q x   .则当(6.7.6b)中的系数和满足什

么样的条件，格林函数具有(6.4.7)式的对称性.(提示：一阶微分算子自伴的条件见

第三章末尾.) 

 

 

 


