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§3.1 二阶线性常微分方程的一般理论 

 

3.1.1 解的存在唯一性定理 

 

    物理问题经常在数学上表现为二阶微分方程，可以是常微分方程或者偏微分

方程.通常情况下，偏微分方程是通过分离变量法来分解为几个常微分方程的.因

而，解决常微分方程是解决偏微分方程的基础. 
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定义 1 凡联系自变量 x，未知函数 y 及其某些导数或微分的方程，称为常微

分方程，简称微分方程. 

定义 2 微分方程中出现的未知函数的最高阶导数的阶数，称为微分方程的

阶. 

定义 3 如果在微分方程中，未知函数及其所出现的导数都没有二次以上的

幂次，则称为线性微分方程，否则称为非线性微分方程. 

在实际问题中，最常遇到的是二阶线性常微分方程.它的一般形状是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x p x y x q x y x f x                              (3.1.1) 

常称这种形式是二阶线性常微分方程的标准型.如果 ( ) 0f x  ，则称方程是齐次

的；如果 ( ) 0f x  则称方程是非齐次的. 对于齐次方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0y x p x y x q x y x                                 (3.1.2) 

可以证明(解的存在唯一性定理)：对于以下的初值问题 

0 0

( ) ( ) 0

( ) , ( )

y p x y q x y

y x y x 

   


 
                                    (3.1.3) 

其中 [ , ]x a b ， 0x 在区间[ , ]a b 上，解存在且唯一. 

我们不在此给出冗长的证明过程，只介绍证明的思路.令 z y 之后，原方程

就变成了如下的方程组. 

( ) ( )z p x z q x y

y z

   


 
     

0 1

( ) ( )

y y

z q x p x z

    
          

 

这是一阶的齐次线性方程组.它与原方程等价.容易看出，与原方程等价的问题是，

我们只要一般地证明下述初值问题的的解存在与唯一性就行了. 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

1 0 2 0

( ) ( )

( ) ( )

( ) , ( )

y a x y a x y

y a x y a x y

y x y x 

  

  

  

    
1 11 12 1

2 21 22 2

( ) ( )

( ) ( )

y a x a x y

y a x a x y

    
        

       (3.1.4) 

证明的过程是，先设两个初始函数
1,1 2,1,y y (可以取

1,1 2,1,y y   )，代入(3.1.4)

式的右边，经过积分后，左边得到两个新的函数
1,2 2,2,y y ，把新的函数再代入(3.1.4)

式的右边，又经过积分得到新的函数
1,3 2,3,y y ，每一次的积分常数都用初值来定。

如此下去，这样就得到了一函数序列
1, 2,{ , }n ny y .然后证明这一函数序列是一致收

敛于(3.1.4)的解的.这就是说，方程(3.1.4)一定是有解的，这就是解的存在性.由于

这一函数序列是逐步逼近方程的解的，这一过程称为逐步逼近法. 

    要证明解的唯一性，就假设有两对函数 1( )y x ， 2 ( )y x 和 1( )z x ， 2 ( )z x 满足方
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程(3.1.4)，那么令 

    1u = 1y 1z ， 2 2 2u y z   

对于初值问题 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

1 0 2 0

( ) ( )

( ) ( )

( ) 0, ( ) 0

u a x u a x u

u a x u a x u

u x u x

  

  

  

                                   (3.1.5) 

其解一定为零， 1 20, 0u u  .(可以这样来看，仍然运用逐步逼近法，现在的初始

函数值
1,1 2,10, 0u u     .)因而， 1 1 2 2,y z y z  .我们把定理叙述如下. 

定理 1(解的存在唯一性定理) 如果函数 ( )  ( , 1,2)ija x i j  在含 0x 的某一区间

[ , ]a b 上 连 续 ， 则 在 该 区 间 上 ， 初 值 问 题 (3.1.4) 有 且 只 有 一 组 解

1 1 2 2( ), ( )y y x y y x  . 

由唯一性定理的证明过程，我们也可以把唯一性定理叙述为：如果有两个函

数 1y 和 2y 都满足(3.1.2)且满足同样的初始条件，那么，这两个函数是相等的，

1 2y y .本章附录 A 我们利用收缩算子的概念来证明(3.1.4)的解的存在唯一性. 

对于高阶的齐次线性常微分方程，同样有初值问题的解的存在与唯一性定理.

证明的思路也与二阶的情况一样，先化成一阶线性微分方程组，然后用逐次逼近

法证明. 

对于边值问题，可能有解，可能无解。这要根据边界条件来定。 

我们先介绍齐次方程解的结构，然后给出非齐次方程解的表达式. 

 

 

3.1.2 齐次方程解的结构 

 

1. 基本解组 

定义 4 设有两个函数 1( )y x 和 2 ( )y x ，如果存在两个不同时为零的常数 1c 和

2c ，使得 

1 1 2 2( ) ( ) 0c y x c y x                                            (3.1.6) 

在区间[ , ]a b 上恒成立，我们就说 1( )y x 和 2 ( )y x 是在区间[ , ]a b 上线性相关的.反之，

如果只有当 1c 和 2c 同时为零，(3.1.6)式才成立，那么称这两个函数是线性无关的.

线性无关也称作线性独立.例如 sin x 和 cos x这两个函数就是线性无关的； 2x 和 3x



 4 

两个函数也是线性无关的.线性无关的概念实际上在第二章介绍希尔伯特空间时

已经介绍过了，这儿只是针对常微分方程两个解函数的情况重复了一遍. 

    根据上面的定义，如果函数 1( )y x 和 2 ( )y x 在区间[a, b]上线性相关，那么一定

存在两个不同时为零的常数 1c 和 2c ，使得(3.1.6)式在区间[ , ]a b 上成立.将(3.1.6)式

微分一次，便得 

1 1 2 2( ) ( ) 0c y x c y x                                       (3.1.7) 

    定义 5 行列式 

1 2

1 2

1 2

( ) ( )
( , )

( ) ( )

y x y x
W y y

y x y x


 
                                  (3.1.8) 

称为由函数 1( )y x 和 2 ( )y x 构成的朗斯基行列式.类似地，可以定义 N 个函数的朗

斯基行列式，它是由 N 个函数及其零次、一次至 1N  次的导数所构成. 

    如果线性方程组(3.1.6)和(3.1.7)有非零解 1c 和 2c ，那么，系数行列式，也就

是 1( )y x 和 2 ( )y x 构成的朗斯基行列式应该为零. 

1 2( , ) 0W y y                                             (3.1.9) 

这样，我们就得到以下的定理. 

    定理 2 若函数 1( )y x 和 2 ( )y x 线性相关，则它们的朗斯基行列式处处等于零. 

必须指出，定理 2 的逆定理不成立.即若 1( )y x 和 2 ( )y x 的朗斯基行列式恒等于

0，这两个函数未必线性相关.例如 

2

1

( 1) ,0 1
( )

0,1 2

x x
y x

x

   
 

 
  2 ( )y x =

2

0,0 1

( 1) ,1 2

x

x x

 


  
 

这两个函数在[0,2]区间上是线性无关的，因为当恒等式 

1 1 2 2( ) ( ) 0c y x c y x   

在[0,1]上成立时，可以推知 1 0c  ；若上式在[1,2]上成立可得 2 0c  ；故若上式

在[0,2]上成立，只有 1 2 0c c  .但是他们的朗斯基行列式 

2

1 2

2

1 2

( 1) 0
( , ) 0,0 1

2( 1) 0

0 ( 1)
( , ) 0,1 2

0 2( 1)

x
W y y x

x

x
W y y x

x


   




   


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即在[0,2]上 1 2( , ) 0W y y  . 

那么在什么条件下，定理 2 的逆定理成立呢？请看下面的定理. 

定理 3 设函数 1( )y x 和 2 ( )y x 都是方程(3.1.2)的解，如果 1 2( , )W y y 在 ( , )a b 中

的某点等于 0，那么 1( )y x 和 2 ( )y x 在[ , ]a b 上线性相关. 

证明 事实上，如果在点 0x 有 1 0 2 0( ( ), ( )) 0W y x y x  ，那么一定存在有一对不

同时为零的数 1c 和 2c ，使得 

1 1 0 2 2 0( ) ( ) 0c y x c y x                                       (3.1.10a) 

1 1 0 2 2 0( ) ( ) 0c y x c y x                                        (3.1.10b) 

考虑函数 

1 1 2 2( ) ( ) ( )y x c y x c y x   

由于 1( )y x 和 2 ( )y x 都是方程(3.1.2)的解， ( )y x 也是它的解.另一方面，由(3.1.10)

式， ( )y x 满足 

    0 0( ) 0, ( ) 0y x y x          

也就是说， ( )y x  是满足初值问题(3.1.5)的，因此其解在 ( , )a b 上恒等于零.即，在

[ , ]a b 上对不同时为零的数 1c 和 2c ，总有 1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0y x c y x c y x   .证明完毕. 

由以上的证明过程，我们得到 

推论 设 1( )y x 和 2 ( )y x 都是方程(3.1.2)的解，如果 1( )y x 和 2 ( )y x 线性相关，则

1 2( , )W y y 处处为零，如果它们线性无关，则 1 2( , )W y y 处处不为零. 

如果 1( )y x 和 2 ( )y x 都是方程(3.1.2)的解，则朗斯基行列式还有下面这样一个

重要的性质.把它对 x 求导， 

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

d d
( , )

d d

( ) ( , )

y y y y y y
W y y

y y y y y yx x

y y y y y y
p p x W y y

py qy py qy py py y y

 
  

     

     
          

 

其中，对 n 阶行列式的求导，就是分别对每一行求导得到一个行列式，然后对所

有这些行列式求和.利用行列式的性质：把某行的倍数加到另一行上去，则行列

式的值不变.还利用了原方程： 
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1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x p x y x q x y x     

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x p x y x q x y x     

最后的结果是，W 满足微分方程 

    
d

( )
d

W p x W
x

   

积分的结果为 

0
0 exp[ ( )d ]

x

x
W W p t t                                      (3.1.11) 

其中 0 0( )W W x 是朗斯基行列式在 0x 点的值. 

式(3.1.11)称为刘维尔公式.它给出了方程的系数和朗斯基行列式之间的关系.

从此式也可以看出，一旦 1y 和 2y 在[ , ]a b 上都是方程(3.1.2)的解，则在 ( , )a b 范围

内，如果 W 在某点为零，则它处处为零，如果 W 在某点不为零，则它处处不为

零. 

需要说明的是，1)定理 3 及其推论的适用区域是 ( , )a b ，不包括端点.从习题

7 我们可以看到，有时候，满足同样边界条件的两个线性无关的解，朗斯基行列

式在端点处的值也可以为零.2) 刘维尔公式(3.1.11)对于 p(x)的奇点或者不可积分

的点不适用，因而，定理 3 及其推论对于这样的点也不适用. 

定理 4(齐次方程解的结构定理) 设 1( )y x 和 2 ( )y x 是方程(3.1.2)的一对线性无

关的解，则对任意常数 1c 和 2c ， 

1 1 2 2( ) ( ) ( )y x c y x c y x                                     (3.1.12) 

也是方程(3.1.2)的解.反之，方程(3.1.2)的任意一个解也一定可以表成(3.1.12)的形

式. 

定义 6 如果 1( )y x 和 2 ( )y x 是方程(3.1.2)的一对线性无关的解，取两个彼此无

关的常数 1c 和 2c ，构成表达式(3.1.13)，命 1c 和 2c 取各种可能的值时，就得到方程

(3.1.2)的所有可能的解 .表达式 (3.1.13)称为方程 (3.1.2)的通解 .通解的表达式

(3.1.13)中的 1( )y x 和 2 ( )y x 都叫做方程的特解.一对线性无关的特解 1( )y x 和 2 ( )y x

叫做基本解组. 

现在的事情全部归结为求方程(3.1.2)的一个基本解组，或者是求两个线性无

关的特解.可是，要真正找到一对线性无关的解，并没有什么一般的办法. 

    不过，若能用某种方法找到一个不恒等于零的特解 1( )y x ，那么，就有可能

通过积分的办法找到另一个与之线性独立的解 2 ( )y x .其方法如下. 
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设 1( )y x 是方程(3.1.2)的一个非零解，那么一定存在一个解 2 ( )y x ，使得 1( )y x

和 2 ( )y x 线性无关.这时由刘维尔公式有 

1 2 1 2 exp[ ( )d ]y y y y c p t t     

两边同除以 2

1y  

1 2 1 2 2

2 2

1 1 1

d
exp[ ( )d ]

d

y y y y y c
p t t

y x y y

 
    

积分之，得 

    2y = 1y dx 2

1

c

y
exp  [ ( )p x dx ]+ 1 1c y                         (3.1.14) 

这样， 2y 就通过 1y 表示出来了. 

    式(3.1.14)也称为刘维尔公式.它给出了从一个特解求出另一个特解的普遍的

方法.式(3.1.14)也表明这样一个事实：一旦求出一个 2y 是与 1y 线性无关的，那么

2y 加上 1y 的任意倍数后，仍然是与 1y 线性无关的.于是，求解方程(3.1.2)的通解

问题就归结到求它的一个非零特解. 

    例 1 求方程 0xy y   的通解. 

解答 容易看出， 1y  是它的一个特解，因而另一个与它线性无关的特解便

可由刘维尔公式来找. 

1
0y y

x
    

2

2

1
d exp[ d ]

2

x
y x x

x
    

故这方程的通解为 

    
2

1 2
2

x
y c c   
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3.1.3 非齐次方程的解 

 

    1. 通解的表达式 

    齐次方程(3.1.2)的解的结构了解清楚之后，我们现在可以来给出非齐次方程

(3.1.1)的解.我们先叙述如下的定理. 

定理 9 若 ( )w x 是非齐次方程(3.1.1)的一个特殊解，则对齐次方程(3.1.2)的任

意解 ( )u x ，函数 ( ) ( )u x w x 也是非齐次方程(3.1.1)的解.反之，方程(3.1.1)的任何

一个解 ( )y x 都能表示成 

( ) ( ) ( )y x u x w x                                          (3.1.17) 

的形式. 

    证明 事实上，若 ( )u x 是(3.1.2)的解，将 ( ) ( )u x w x 代入(3.1.1)， 

( ) ( ) ( )

0

u w p u w q u w

u pu qu w pw qw f f

     

           
 

所以 ( ) ( )u x w x 也是 (3.1.1)的解. 

反之，设 ( )y x 是(3.1.1)的任意解，将 ( ) ( )y x w x 代入(3.1.1)， 

( ) ( ) ( )

0

y w p y w q y w

y py qy w pw qw f f

     

           
 

可见，函数 ( ) ( ) ( )u x y x w x  是齐次方程(3.1.2)的解.从而非齐次方程的任意解可

写成(3.1.17)的形式.证明完毕. 

    因而，为了求得非齐次方程(3.1.1)的所有解，只要找到其一个特殊的解 ( )w x ，

将它和齐次方程(3.1.2)的所有解相加.设 1( )y x 和 2 ( )y x 是(3.1.2)的一对线性无关的

特解，那么在表达式中 

    y = 1 1c y + 2 2c y +w                                          (3.1.18) 

命 1 2,c c 取各种可能的常数值，就得到了(3.1.1)的全部解.式(3.1.18)称为(3.1.1)的通

解，其中 w 称为(3.1.1)的一个特解. 

 

    2. 特解的表达式 

从 3.2 节至第 4 章，我们会介绍对于一些具体的 ( ), ( )p x q x ，如何来求解齐次

方程的一对线性无关的特解.此处我们假定 1( )y x 和 2 ( )y x 已经求出，写出特解
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( )w x 的表达式. 

设 ( )w x 可以用 1( )y x 和 2 ( )y x “线性组合”，写成以下形式. 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )w x a x y x a x y x                                  (3.1.19) 

组合系数也是 x 的函数.式(3.1.19)显然是应该满足方程(3.1.1)的.现在有两个函数

1 2( ), ( )a x a x 是待求的，因此要有两个限制条件.为此，先将(3.1.19)求导一次. 

    ( )w x = 1 1( ) ( )a x y x + 2 2( ) ( )a x y x + 1 1( ) ( )a x y x + 2 2( ) ( )a x y x  

我们先加一限制条件，令后两项之和为零： 

    1 1( ) ( )a x y x + 2 2( ) ( )a x y x =0                                    (3.1.20) 

那么就得到 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )w x a x y x a x y x                                    (3.1.21) 

将它再求导一次 

    ( )w x = 1 1( ) ( )a x y x + 2 2( ) ( )a x y x + 1 1( ) ( )a x y x  + 2 2( ) ( )a x y x              (3.1.22) 

将(3.1.19) (3.1.21)和(3.1.22)代入(3.1.1)， 

w pw qw f     

1a ( 1y + 1 1py qy  )+ 2 2 2 2( )a y py qy   + 1 1a y + 2 2a y  =f 

由于 1( )y x 和 2 ( )y x 是齐次方程的解，上式只剩下 

    1 1( ) ( )a x y x  + 2 2( ) ( )a x y x  = ( )f x                                (3.1.23) 

式(3.1.20)和(3.1.23)构成了求解 1 2( ), ( )a x a x  的线性方程组.由于 1( )y x 和 2 ( )y x 是线

性无关的，其朗斯基行列式如(3.1.8)式,处处不为零.容易解得， 

    2 1
1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

( , ) ( , )

y x f x y x f x
a x a x

W y y W y y
     

积分之得， 

    2 1
1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) d , ( ) d

( , ) ( , )

y x f x y x f x
a x x a x x

W y y W y y
     

此处可不用考虑积分常数，反正我们只需要找到一个特解就行.故特解可写成 

    2 1
1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) d ( ) d

( , ) ( , )

y x f x y x f x
w x y x x y x x

W y y W y y
                   (3.1.24) 

例 2 求方程 2xy y x   的满足初始条件 (1) 1, (1) 1y y  的解. 



 10 

解答 这个方程所对应的齐次方程的两个线性无关解已经在例 1 中求出为 1

和 2 / 2x .其朗斯基行列式为 

2
1 2

1 2

1 2

1 / 2
( , )

0

y y x
W y y x

y y x
  

 
 

套用公式(3.1.24)，注意原方程应该写成 /y y x x   ，这样才能得到正确的 ( )f x . 

2 2 3 2 3

( ) d d
2 2 6 2 3

x x x x x x x
w x x x x

x x
         

于是原方程的通解为 

2 3

1 2( )
2 3

x x
y x c c    

由初始条件求出两个系数为 1 2

2
, 0

3
c c  .故满足初始条件的解为 

32
( )

3 3

x
y x    

非齐次方程另一种标准解法是格林函数方法，我们将在第六章中介绍. 

 

 

 

§3.2 斯图姆-刘维尔型方程的特征值问题 

 

 

3.2.1 斯图姆-刘维尔型方程的形式 

 

现在把二阶线性常微分方程写成如下的含一个参数的形式： 

( ) ( ) [ ( )] 0,( )A x y B x y C x y a x b                            (3.2.1) 

其中 ( )A x 、 ( )B x 和 ( )C x 都是实函数，是一个常数. 

定义 

1 ( )
( ) exp d

( ) ( )

B x
x x

A x A x
                                        (3.2.2) 

和 

( )
( ) ( ) ( ) exp d

( )

B x
p x A x x x

A x
                                   (3.2.3) 

这两个函数的求导为 
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2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) exp d exp d ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( )

A x B x B x B x A x B x
x t x x x

A x A x A x A x A x A x

p x A x x A x x

A x B x
A x x A x x x B x x

A x A x

  

 

   

 
      

   


    

 

 

给方程(3.2.1)两边的各项同乘以 ( )x ，则可把方程(3.2.1)化为如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( )] 0

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] 0

x A x y x B x y x C x y

p x y p x y x x C x y

   

 

    

     
      

d d
[ ( ) ] [ ( ) ( )] 0 ( )

d d

y
p x x q x y a x b

x x
                         (3.2.4) 

其中 

( ) ( ) ( )q x C x x                                            (3.2.5) 

在区间[ , ]a b 内连续. 

    定义 1 形如(3.2.4)的二阶微分方程称为斯图姆-刘维尔(S-L)型方程.其中的

( )p x 称为核函数， ( )x 称为方程的正交函数系解的权函数. 

如果我们定义一个算符 L(斯图姆-刘维尔算符)如下： 

2

2

d d 1 d d
( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

d d ( ) d d
L A x B x C x p x q x

x x x x x
               (3.2.6) 

式(3.2.3)就成为如下的形式 

, ( )Ly y a x b                                         (3.2.7) 

下面定义带权 ( )x 的内积 

*( , ) ( ) ( ) ( )df g f x g x x x



                                  (3.2.8) 

我们要求算符 L 是厄米算符，这是指 

( , ) ( , )Lf g f Lg                                           (3.2.9) 

厄米算符就是自伴算符. 由于 ( )A x 、 ( )B x 和 ( )C x 都是实函数，且微分算符已经

写成(3.2.6)式最后的形式，由(2.2.23)式知，这已经是一个形式自伴算符.还要求满

足的条件就是(2.2.25)式， 

* * *[ ( )( ( ) ( ) ( ) ( ))] [ ( ) ( , )] 0b b

a ap x g x f x f x g x p x W g f            (3.2.10) 

其中 *( , )W g f 是函数 *,g f 的朗斯基行列式.注意，由于(3.2.6)式中分母上有一因子

( )x ，内积总是带权 ( )x 的.以后提到斯图姆-刘维尔算子(3.2.6)而不加说明时，
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都是指自伴算子. 

 

 

3.2.2 斯图姆-刘维尔方程的边界条件 

 

可以对斯图姆-刘维尔方程求其通解.实际应用中，总是会加上边界条件.常见

的有以下一些边界条件. 

 

1. 三类齐次边界条件 

第一类齐次边界条件 

( ) 0, ( ) 0y a y b                                           (3.2.11) 

第二类齐次边界条件 

( ) 0, ( ) 0y a y b                                           (3.2.12) 

第三类齐次边界条件 

( ) ( ) 0y a hy a  ， ( ) ( ) 0y b hy b                           (3.2.13) 

这是区间端点的函数值本身及其导数的线性组合，其中 h 是正常数. 

也可以在 a, b 两点给出不同的齐次边界条件.如在 x a 点处给出第一类齐次

边界条件， x b 点处给出第二类齐次边界条件. 

上述三类边界条件可以概括写为 

1 2( ) ( ) 0y a y a    ， 1 2( ) ( ) 0y b y b                       (3.2.14a) 

其中 1 ， 2 ， 1 ， 2 是实常数，且 

    2 2

1 2 0   ， 2 2

1 2 0                                    (3.2.14b) 

即 1 和 2 不同时为零， 1 和 2 不同时为零.注意，由(3.2.13)式，应有： 1 和 2 反

号， 1 和 2 同号. 

 

2. 周期性边界条件 

( ) ( ), ( ) ( )y a y b y a y b                                   (3.2.15a) 

这要求函数 p(x)，q(x)，(x)均为周期函数： 

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )p a p b q a q b a b                           (3.2.15b) 

 

3. 自然边界条件 

如果在区间[ , ]a b 的端点 a，有 ( ) 0p a  ，这时可从理论上证明，如果 1( )y x ，

2 ( )y x 是方程(3.2.3)的两个线性无关的解，
1lim ( )

x a
y a


有限值的话，则 2 ( )y x 必在
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a 点附近无界.因此，当 ( ) 0p a  时，为了保证符合物理实际的通解的有界性，就

在通解上附加一个自然边界条件： 

( )y a ，当 ( ) 0p a                                     (3.2.16a) 

此时由于 ( )y a 有限且 ( ) 0p a  ，可以得到 

[ ( ) ( ) ( )] 0x ap x y x y x 
                                     (3.2.16b) 

同理，如果 ( ) 0p b  ，在 b 端加上自然边界条件： 

( )y b ，当 ( ) 0p b                                   (3.2.17a) 

此时由于 ( )y a 有限且 ( ) 0p b  ，可以得到 

[ ( ) ( ) ( )] 0x bp x y x y x 
                                   (3.2.17b) 

如果在两端 ( ) 0p a  且 ( ) 0p b  ，则在两端均附加自然边界条件： ( )y a 且

( )y b  .这样的条件常出现在方程的通解在区域端点为无穷大时的情况. 

 

    4. 一般情形 

    二阶微分方程最一般的边界条件是如下的形式. 

1 1,1 1,2 1,1 1,2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )B y y a y a y b y b                     (3.2.18a) 

2 2,1 2,2 2,1 2,2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )B y y a y a y b y b                     (3.2.18b) 

其中 1( )B y 和 2 ( )B y 是表达式的简写形式.常见的是写成如下形式 

1 1( )B y  ， 2 2( )B y                                  (3.2.18c) 

文献上还有将这两式更进一步简写成 

( )B y                                              (3.2.18d) 

当 1 2,  都为零，即 0  ，就是齐次边界条件.否则就是非齐次边界条件.以上列

出的三类边界条件，周期边界条件和自然边界条件，分别是特殊的情况，也是解

决实际问题时经常遇到的情况.除了以上这些边界条件，还可能有其它的边界条

件.例如，对于振子振动的问题，经常给出初始时刻的振动位移和振动速度，这

时给出的就是(3.1.3)式的初始条件.我们将上述或者其它的边界条件和初始条件

统称为边界条件. 
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3.2.3 斯图姆-刘维尔特征值问题 

  

定义 2 方程(3.2.3)与一定的边界条件一起构成斯图姆-刘维尔特征值问题.在

此边界条件下，使得方程有非零解的参数的值称为方程的特征值.与特征值对

应的解函数称为的特征函数. 

 

1. 关于斯图姆-刘维尔特征值问题的定理 

下述斯图姆-刘维尔的四个定理总结了这类特征值问题的共同性质，即特征

值和特征函数的性质. 

定理 1(存在定理) 如果在区间[ , ]a b 上， ( )p x 及其导数连续， ( )q x 连续或者

最多在边界上有一阶极点，则斯图姆-刘维尔特征值问题存在无限多个分立的实

数特征值，它们构成一个单调递增数列，即 

1 2 3 4 1n n                                         (3.2.19) 

相应于这无穷多个特征值有无穷多个特征函数 

1 2 3( ), ( ), ( ),y x y x y x                                         (3.2.20) 

它们称为特征函数族.如果区域是无限的并且是自然边界条件，那么，特征值可

能是连续的.特征值的全体{ }n 称为这一特征值问题的谱. 

    定义 3 特征值的全体{ }n 称为这一特征值问题的谱.若{ }n 是一系列分立的

值，则称为分立谱；若为连续值，则称为连续谱. 

定理 2(非负定理) 若(3.2.3)式中的 ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0x p x q x    ，所有的特征值

均不为负，即 

0, 1,2,3,n n                                            (3.2.21) 

定理 3(正交性定理) 对应于不同特征值 m 和 n 的特征函数 ( )my x 和 ( )ny x 在

区间[ , ]a b 上带权 ( )x 正交，即 

* ( ) ( ) ( )d 0
b

m n
a

y x y x x x                                      (3.2.22) 

定理 4(完备性定理) 特征函数族{ ( )}ny x 在区间[ , ]a b 上构成一个完备系.任意

一个具有一阶连续导数及至少分段连续二阶导数的函数 ( )f x ，只要它满足特征

值问题的边界条件，则一定可以按特征函数系{ ( )}ny x 展开为绝对一致收敛的级

数，即 

1

( ) ( )n n

n

f x f y x




                                          (3.2.23) 
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式中的 nf 称为展开系数.它们用如下的方法来确定.在(3.2.23)两边乘以 ( )x ，在区

间[ , ]a b 上积分，利用(3.2.22)式，可得到 

*

2

( ) ( ) ( )d

( ) | ( ) | d

b

n
a

n b

n
a

x f x y x x
f

x y x x








                                   (3.2.24) 

式(3.2.23)的右边的级数称为广义傅立叶级数， nf 叫做广义傅里叶系数.式(3.2.24)

中，分母上的积分的平方根叫做 ( )ny x 的模，记做 nN ，即 

2 2( ) | ( ) | d
b

n n
a

N x y x x                                      (3.2.25) 

所以(3.2.24)式也可改写为 

*

2

1
( ) ( ) ( )d

b

n n
a

n

f x f x y x x
N

                                  (3.2.26) 

 如果特征函数 ( )ny x 的模等于 1， ( )ny x 就称为规一化特征函数.这时(3.2.26)

又可化简为 

*( ) ( ) ( )d
b

n n
a

f x f x y x x                                      (3.2.27) 

若特征函数 ( )ny x 除以模(这是常数),也就成了规一化的特征函数了. 

在许多的情况下，定理 4 的条件可以适当放宽.把对函数 ( )f x 要求一阶连续

导数及至少分段连续二阶导数，放宽成函数 ( )f x 是分段光滑的，(3.2.23)式的展

开收敛至 ( )f x 的每一点的左右极限的平均值，  

1

1
( ) [ ( 0 ) ( 0 )]

2
n n

n

f y x f x f x


 



     

包括不连续点.对于具体的特征函数系，可参看本章后面 3.4 节的一些定理和第四

章 4.7 节关于傅里叶-贝塞尔级数的定理. 

 

    

3.2.4 斯图姆-刘维尔特征值问题举例 

 

(1) 若 ( ) 1p x  ， ( ) 0q x  ， ( )x 常数， 0,a b l  ，两端固定，则得 

0y y                                              (3.2.34a) 
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(0) ( ) 0y y l                                          (3.2.34b) 

特征值是 2( π / )n n l  ，特征函数是 sin( π / )ny n x l ，是[0, l]上的一个正交完备系.

在两端固定的小振动问题中遇到，例如琴弦的振动. 

(2) 若 ( ) 1p x  ， ( ) 0q x  ， ( )x 常数， 0,a b l  ，边界条件如下， 

0y y                                             (3.2.35a) 

(0) 0, ( ) ( ) 0y y l y l                                    (3.2.35b) 

特征值是 2

n n  ，其中n 是方程 sin l  + cos l  =0 的正根，特征函数是

cosn ny x ，也是[0, ]l 上的一个正交完备系.此方程在研究有界杆上温度分布问

题是遇到. 

(3) 若 2( ) , ( ) , ( ) /p x x x x q x x    ， 0,a b R  ，则成为 

2

2

1 d d
( ) ( ) 0 (0 )

d d

y
x y x R

x x x x


                           (3.2.36) 

此方程称为阶贝塞尔方程或者阶柱函数方程.它的解称为阶贝塞尔函数或者

阶柱函数.此方程在用柱坐标解决物理问题时经常遇到. 

(4) 若 2 2( ) , ( ) , ( ) ( 1)p x x x x q x      ， 0,a b R  ，则成为 

2

2 2

1 d d ( 1)
( ) [ ] 0

d d

y y
x y

x x x x

 



                               (3.2.37) 

此方程称为阶球贝塞尔方程.它的解称为阶球贝塞尔函数.在求解电磁波满足的

亥姆霍兹方程时会遇到. 

(5) 若 2( ) 1 , ( ) 1, ( ) 0p x x x q x    ， 1, 1a b   ，则成为勒让德方程 

2d d
[(1 ) ] 0 ( 1 1)

d d

y
x y x

x x
                               (3.2.38) 

在求解例如均匀电场中的导体球外的电势时，得到此方程. 

(6) 若 2 2 2( ) 1 , ( ) 1, ( ) /(1 )p x x x q x m x     ， 1, 1a b   ，则成为连带勒让

德方程 

2
2

2

d d
[(1 ) ] ( ) 0 ( 1 1)

d d 1

y m
x y x

x x x
      


                  (3.2.39) 

此方程在求解角动量的特征方程时遇到. 

 (7) 若
2

( ) e xp x  ，
2

( ) e xx  ， ( ) 0q x  ， ,a b  ，则成为厄米方程 
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2

2

1 d d
(e ) 2 0 ( )

d de

x

x

y
y x

x x



                            (3.2.40) 

2 2 0 ( )y xy y x         

此方程在求解简谐振子的特征方程时遇到. 

(8) 若 ( ) e , ( ) e , ( ) 0x xp x x x q x    ， 0,a b ，则成为拉盖尔方程 

d d
e ( e ) 0 (0 )

d d

x x y
x y x

x x
                                (3.2.41) 

(1 ) 0 ( )xy x y y x          

此方程在求解氢原子的径向特征方程时遇到. 

 

 

 

 

§3.3 斯图姆-刘维尔型方程的多项式解集 

 

多项式是最简单的函数.前一章介绍过魏尔斯特拉斯定理，任何函数都可以

用多项式一致逼近.因而，我们特别关注于多项式.现在我们来讨论斯图姆-刘维尔

特征值问题的解是多项式的情况.即 

0

( ) ( )
n

i

n n i

i

y x Q x c x


                                     (3.3.1) 

是 n 次多项式.此时的斯图姆-刘维尔特征值问题也称为多项式的斯图姆-刘维尔

系统. 

 

 

3.3.1 核函数和权函数的可能的形式 

  

 1. 可选择的参量 

解是多项式，这就对于核函数和权函数的形式规定了特殊的要求.在(3.3.1)

式中分别取 0,1,2n  再代入(3.2.1)式得到： 

0 0 0 0[ ( )] [ ( )] 0C x Q C x c      

1 1 1 1 1 1 0( ) [ ( )] ( ) [ ( )]( ) 0B x Q C x Q B x c C x c x c          

2 2 2

2

2 2 1 2 1 0

( ) ( ) [ ( )]

( ) ( )(2 ) [ ( )]( ) 0

A x Q B x Q C x Q

A x c B x c x c C x c x c x c





   

       
 

由此可知，此时的 ( )A x 、 ( )B x 和 ( )C x 三个实函数应该具有如下形式： 
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2

0 1 2( )A x A A x A x                                    (3.3.2a) 

0 1( )B x B B x                                        (3.3.2b) 

0( )C x C                                            (3.3.2c) 

由(3.3.2)可知多项式的斯图姆-刘维尔固有值问题的所有性质可用六个参数

0 1 2 0 1 0, , , , ,A A A B B C 决定.显然， 0C 是可以归并到中去的.或者，我们可直接令

0 0C  . 

2

0 1 2 0 1( ) ( ) 0A A x A x y B B x y y        

这样，实际上是五个参量.但是对于式(3.2.6)定义的算符 L 由于以下原因存在

3 个自由度. 

  (i) 可使变量 x 位移常数2，于是 ( )nQ x 被 2( )nQ x  代替，而特征值不变. 

2

0 2 0 1( ) ( ) 0A A x y B B x y y       

 (ii) 变量 x 可以乘以常数3： 3x x ，于是 ( )nQ x 被换为 3( )nQ x 而特征值

保持不变. 

2

0 0 0 1( ) ( ) 0A A x y B B x y y        

(iii) 算符 L 可以被乘以一个常数1，它不改变 nQ 而使特征值乘以1. 

2

0 1(1 ) ( ) 0x y B B x y y       

这样，有三个自由度是非本质的，并不是 5 个参数全都自由变化.完全自由

的参数只有5 3 2  个.以下可以随意规定其中的三个参量，只剩下两个参量是待

定的即可. 

以上的三个步骤，具体地说明了参量是可以减少三个的。一旦知道了实际上

可变的参量只有两个，那么，其中有三个就是可随意来确定的了。上面的步骤中，

我们实际上是这样来确定三个参量的： 

0 1 21, 0, 1A A A     

其实，还可以有其它的选择方式，例如： 

0 1 21, 1, 0A A A   ； 0 1 21, 0, 0A A A    

等等。还有其它的方式也是可以的，只要觉得对于讨论问题方便的就行。 

在算符 L 是厄米的条件(3.2.10)中，如果 f 和 g 都是多项式，那么，要求当

x 时， ( )p x 比 x 的任意次方的倒数都更快地趋于零. ( ) 0B x  时， ( )p x 就是

一个常数，就不满足这个要求.一个最简单的例子就是方程 0y y   ，此方程的
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两个线性无关的特解是 siny x 和 cosy x ，当 x 时，y 都不能趋于零.当

( )B x 常数时，也不满足要求，见习题 9.因此 ( )B x 中 x 的一次项一定存在. 

( )A x 可以是 x 的二次函数，线性函数和常数.我们就分别按照这三种情况来

讨论. 

 

2. ( )A x 是二次的 此时有 

0 1

2

0 1 2

( ) exp d
B B x

p x x
A A x A x




                                    (3.3.3) 

i)  ( )A x 存在复根.为方便取 2 1A  ，设和*是 ( )A x 的两个复根，则(习题

10)：      1 / 2 10 1 Re Re
( ) [ ( )] exp tan

Im Im

B B B x
p x A x

 

 


   

    
   

          (3.3.4) 

可以看出， ( )p x 永不为零，即当 x 时， ( )p x 不趋于零，所以不能满足端点

要求.因此 ( )A x 复根的情形不予考虑. 

ii)  ( )A x 存在实根. 为方便，选参数使得 2 1A  且 2( ) 1A x x  ，那么它的根

是 1   .取 0B s r  和 1 ( 2)B r s    .即，只有 r 和 s 两个参数是待定的.于是 ，    

2

( ) ( 2) 1 1

( ) 1 1 1

B x r s x s r s r

A x x x x

      
  

  
                        (3.3.5) 

可以算得： 

1 1( ) (1 ) (1 )s rp x x x                                          (3.3.6) 

或 

( ) (1 ) (1 )s rx x x                                            (3.3.7) 

当 | |x 时， ( )p x 是不能比 x 的任意次方的倒数都更快地趋于零的.不过，

若 1, 1r s    ，则在 1x  和 1x   处， ( 1) 0p   .如此，可以把[ 1,1] 区间上 ( )x  

的表达式(3.3.7)与在此区间以外 ( )x 为零的解连接起来.就符合要求了. 

于是，得到符合要求的权函数是 

(1 ) (1 ) ,| | 1
( )     ( , 1)

0,| | 1

s rx x x
x r s

x


   
  


                       (3.3.8) 
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此时，相应的解是多项式 ( )nQ x ，带有参数 r 和 s，称为指标 r，s 的雅可比多项

式，用 ( , ) ( )r s

nJ x 来表示.它也称为广义超球多项式，用 ( , ) ( )r s

nP x 来表示，特别地，

当 r s 时， ( , ) ( )r r

nP x 称为超球多项式. 

如果对算符 L，令 1 2x x  ，  

2 2 21 1 (1 2 ) 1 1 4 4 4 (1 )x x x x x x          ， 

那么在 [0,1]区间内， ( ) (1 )A x x x   

[ 1,1] [0,1]x x     

( ) ( 2) 1B x r s x r      则 

( ) ( 2) 1 1 1

( ) (1 ) 1

B x r s x r r s

A x x x x x

      
  

 
                       (3.3.9) 

求得 

1 1( ) (1 )r sp x x x                                           (3.3.10) 

对于 , 1r s   ，权重函数就是 

    ( )x = rx (1 )sx                                           (3.3.11) 

这就是说，在区间[ 1,1] 上对于权重函数 ( ) (1 ) (1 )s rx x x    与区间[0,1] 上

对于 ( ) (1 )r sx x x   的正交多项式的差别仅在于一个变量的线性变换. 

现在来看定义在[ 1,1] 上的雅可比多项式的一些特殊情形，也就是 ,r s 的的数

值取一些特殊值的情形.我们只关注那些 r s 的情形.那么由(3.3.5)看出 B(x)= 

2(r+1)x，即 1 02( 1), 0B r B    . 

容易看出，只要是 0 0B  ，则斯图姆-刘维尔算符 L 在变量置换 x x 下是

不变的.如果令 P 表示把 x 变成 –x 的算子，则PL LP .即任何 L 的特征函数可

以同时选作 P 的特征函数.P 称为宇称算子，它在物理领域中起着重要的作用. 

1) 对于 ( 1)r s     ， 2( ) (1 )x x    相应的多项式称为指标的超球多项

式或盖金堡尔多项式，表示成 ( , )( ) ( )n nG x P x   . 

2) 对于 1/ 2r s   ， 2 1/ 2( ) (1 )x x   记 ( 1/ 2, 1/ 2)( ) ( )n nT x J x  ，令 cosx  ，
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由于在  [ π,π]   上， (cos ) cosnT n  ，所以在 [ 1,1] 上以 x 为变量时，

( )nT x cos( 1cosn x )，这样的多项式就是切比雪夫多项式. 

3) 对于 0r s  ， ( ) 1x  ，则  0,0
( ) ( )n nJ x P x ，称为勒让德多项式. 

 

3. ( )A x 是一个线性函数 

( )A x 选择为 ( )A x x 的形式.只保留 ( )B x 中的两个参量未定.于是 

0 10 1
0 1( ) exp[ d ] exp( ln ) e

B B xB B x
p x x B x B x x

x


                (3.3.12) 

若 1 0B  ，则为满足无限远处的条件， ( )x 必须选择为对所有 x a (a 待定)为零.

若 0 0B  则在 0x  处 (0) 0p  ，所以把 0x  作为连接点，则条件得到满足.(若

1 0B  ，则 ( )p x 必须在正的 x 轴上为零，一般约定选取 1 0B  .)为方便取 1 1B   . 

取 0 1, 1B s s    ，则对于正 x， 

( 0) es xx x   ；                                        (3.3.13) 

对于负 x， ( 0) 0x   . 对应于这种条件的 ( )nQ x 称为索宁多项式，记为 ( )nS x .

如果 s m 取整数，就是 m 阶的连带拉盖尔多项式，记为 ( )m

nL x .若 0s  ，则

0 ( ) ( )nL x L x 称为拉盖尔多项式. 

此时的定义区间是[0, ) ，此区间不是关于原点对称的.因此，就不要求斯图

姆-刘维尔算符 L 在 x x 变换下的不变性. 0B 就可以不为零.这样的方程和函数

应该出现在涉及径向的方程中.例如二维极坐标和三维球坐标系的亥姆霍兹方程

分离变量之后导致的径向方程. 

 

4. ( )A x 是常数 

那么，最简单地，选择 ( ) 1A x  即可.于是 

    
2

0 1 / 2 20
0 1 1

1

1
( ) exp[ ( )d ] e e exp[ ( ) ]

2

B x B x B
p x B B x x B x

B
            (3.3.14) 

选择 1 0B  ，则 x 时，第二个因子更快地趋于 0.这样，总是满足无穷远处
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的条件.为方便计，选择 1 02, 0B B   ， 1  .可得 

2

( ) e xx  ，                                             (3.3.15) 

对应的 ( )nQ x 是厄米多项式. 

此时定义区间是关于原点对称的. 0 0B  ，也就符合斯图姆-刘维尔算符 L 在

x x 变换下的不变性. 

 

表 3.1 斯图姆-刘维尔正交多项式完备集及有关参量. 

A(x) A0 A1 A2 B0 B1 权函数 ( )x  适用区间 
多项式名称 

特征值n 

是 x 的 

二次函数 

1 0 1 sr (r+s+2) (1 ) (1 )r sx x    [1,1] 
广义超球 

n(n+r+s+1) 

0 1 1 r+1 (r+s+2) (1 )r sx x  [0,1] 
雅可比 

n(n+r+s+1) 

1 0 1 0  2(+1) 
2(1 )x   [1,1] 

盖金堡尔 

n(n+2+1) 

1 0 1 0 1 
2 1/ 2(1 )x   [1,1] 

切比雪夫 

n2 

1 0 1 0 2 1 [1,1] 
勒让德 

n(n+1) 

是 x 的 

线性函数 

0 1 0 +1 1 e xx 
 [0, ) 

索宁 

n 

0 1 0 m+1 1 em xx 
 [0, ) 

连带拉盖尔 

n(m) 

0 1 0 1 1 e x
 [0, ) 

拉盖尔 

n 

常数 1 0 0 0 2 
2

e x
 ( , )   

厄米 

2n 

其中， , 1r s   ，m 和 n 是自然数，可以是不等于负整数的任意实数或者复数. 

    一旦给出了一个权函数，那么，对应的多项式就原则上可以全都计算出来。

我们只要运用多项式的带权正交归一化的公式： 

*d ( ) ( ) ( )
b

m n mn
a

xQ x Q x x                                   (A) 

从 n=0 开始，按照 n=0,1,2,的顺序来逐个求出 Qn(x)。 

以厄米多项式为例，权函数和区间见表 3,1 最后一行。 

n=0，设 Q0(x)=c。是常数。代入式(A)。 

22 2

0 0

1/4

d ( ) ( ) ( ) d e π 1

1

π

xxQ x Q x x c x c

c


 



 
  



 
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n=1，设 1 0 1( )Q x a a x  。是常数。代入式(A)。 

2

2 2

1 0 0 1 0

0

2 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 13

1 1/4

d ( ) ( ) ( ) d e ( ) 0

0

d ( ) ( ) ( ) d e ( d e )

π π π
( ) ( ) 1

22

2

π

x

x x

xQ x Q x x c x a a x a c

a

xQ x Q x x a x x a x

a a a

a





 






  

 


 

  
 


  

 

   




  




    





 

    

n=2，设 2

2 0 1 2( )Q x a a x a x   。是常数。代入式(A)。 

2 0 2 1 2 2d ( ) ( ) ( ) 0; d ( ) ( ) ( ) 0; d ( ) ( ) ( ) 1xQ x Q x x xQ x Q x x xQ x Q x x  
  

  
      

利用此三式，可求解出三个数 0 1 2, ,a a a 。等等，依此类推，原则上，可求出任何

有限 n 的 Qn(x)。 

 

 

3.3.2 多项式的级数表达式和微商表示 

  

1. 多项式的级数表达式 

斯图姆-刘维尔多项式的级数表达式见表 3.2. 

 

表 3.2 斯图姆-刘维尔多项式的级数表达式. 

多项式名称 级数表达式 

广义超球 

多项式 

( , )

0

( 1 ) 1
( ) ( 1) ( )

!( )!( 1) 2

n
r s kk

n n

k k

r s n x
P x r

k n k r

   
 

 
  

雅可比 

多项式 

( , )

0

( ) ( 1) !( )
( ) (1 )

( ) !( )!(1 )

kn
r s kn k

n

kn k

s r n n r n
J x x

s k n k r s

   
 

  
  

盖金堡尔 

多项式 0

(2 )( 1)!! 1
( ) ( )

!( 2 )! ( 1/ 2) 2

n
kn k

n

k k

n k x
G x

k n k

 






  


 
  

切比雪夫 

多项式 

0 ( ) 1T x  ， 

[ / 2]
2

0

( 1)!
( ) ( 1) (2 ) ,     ( 1)

2 !( 2 )!

n
k n k

n

k

n n k
T x x n

k n k





 
  


  



 24 

勒让德 

多项式 

[ / 2]
2

0

( 1) (2 2 )!
( )

2 !( )!( 2 )!

kn
n k

n n
k

n k
P x x

k n k n k





 


 
  

索宁 

多项式 0

( 1)( 1)
( )

!( )! ( 1)

kn
kn

n

k k

S x x
k n k

 






 
  

连带拉盖尔 

多项式 

2
( )

0

( 1) ( !)
( )

!( )!( )!

m kn m
m k

n

k

n
L x x

k m k n m k








  
  

拉盖尔 

多项式 

2

2
0

( 1) ( !)
( )

( !) ( )!

kn
k

n

k

n
L x x

k n k





  

厄米 

多项式 

[ / 2]
2

0

( 1) !
( ) (2 )

!( 2 )!

kn
n k

n

k

n
H x x

k n k









  

 

表 3.2 中的符号如下. 

/ 2,             

2 ( 1) / 2,     

l ll

l l

 
     

为偶数

为奇数
 

令 

( )
( ) ( 1) ( 1)

( )
k

k
k


   



 
    


， 0( ) 1               (3.3.16a) 

( )k 称为高斯符号.若 n  是整数， 

( 1)!
( ) ( 1) ( 1)

( 1)!
k

n k
n n n n k

n

 
    


                        (3.3.16b) 

( ) 函数的定义是 

1

0
( ) e d ,Re 0t zz t t z


                                      (3.3.17) 

其中 z 是复数. 

 

2. 广义洛巨格公式 

斯图姆-刘维尔系统的多项式解可由广义洛巨格公式来统一地表达： 

1 d
( ) [ ( ) ( )]

( ) d

n
n

n n n
Q x K A x x

x x



                              (3.3.18) 

其中常数 nK 的选择取决于物理上的应用.这个解是正交的多项式.这样我们就要

证明三点，第一要证明这个 Qn(x)的表达式是多项式，并且最高次数为 n；第二

要证明正交性；第三要证明它是多项式的斯图姆-刘维尔系统的解.我们省略这一
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证明过程. 

    将表 3.1 中的各 A(x)和相应的权函数(x)代入(3.3.18)式，得到各种情况的洛

巨格公式列于表 3.3. 

 

表 3.3 斯图姆-刘维尔多项式解的洛巨格公式. 

广义洛巨格公式 ( )nQ x  
1 d

[ ( ) ( )]
( ) d

n
n

n n
K A x x

x x



 

广义超球多项式 ( , ) ( )r s

nP x  
2( 1) d

(1 ) (1 ) [(1 ) (1 ) ]
2 ! d

n
r s n r n s

n n
x x x x

n x

   
     

雅可比多项式 ( , ) ( )r s

nJ x  

1
1(1 ) d

[ (1 ) ]
( ) d

s s r n
n s n r s

n

n

x x
x x

s x

 
   

  

盖金堡尔多项式 ( )nG x
 

2 2( 1) ( 1) d
(1 ) (1 )

2 !( ) d

n n
nn

n n

n

x x
n x

 



  
   

切比雪夫多项式 ( )nT x  
2 1/ 2 2 1/ 2( 1) d

(1 ) (1 )
(2 1)!! d

n n
n

n
x x

n x


 


 

勒让德多项式 ( )nP x  2( 1) d
(1 )

2 ! d

n n
n

n n
x

n x


  

索宁多项式 ( )nS x
 

1 d
e ( e )

! d

n
x n x

n
x x

n x

   
 

连带拉盖尔多项式 ( )m

nL x  
( 1) ! d

e ( e )
( )! d

n n m
x n x

n m

n
x

n m x









 

拉盖尔多项式 ( )nL x  
d

e ( e )
d

n
x n x

n
x

x


 

厄米多项式 ( )nH x  
2 2d

( 1) e e
d

n
n x x

nx

  

其中， , 1r s   ，m 和 n 是自然数，可以是不等于负整数的任意实数或者复数. 

 

    式(3.3.18)也称为多项式解 Qn(x)的微商表示.不过，并不是只有多项式解才有

微商表示.在下一节中，我们还会介绍一些与多项式的斯图姆-刘维尔系统有关的

一些方程和函数.它们不是多项式解，但是也有相应的微商表示.只是不能写成

(3.3.18)式那样统一的表达式，因为前面已经证明了(3.3.18)式一定是个多项式.现

在将相应的微商表示列于表 3.4. 
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表 3.4 与多项式的斯图姆-刘维尔系统有关的一些解的微商表示. 

( )nQ x  微商表示 

第二类 

切比雪夫函数 ( )nU x  

1 1
2 1/ 2

1

( 1) d
(1 )

(2 1)!! d

n n
n

n

n
x

n x

 








 

第二类 

切比雪夫多项式 *( )nU x  

1 1
2 1/ 2

12

( 1) ( 1) d
(1 )

d(2 1)!! 1

n n
n

n

n
x

xn x

 




 


 
 

第一类 

连带勒让德函数 ( )m

lP x  

2 / 2 2( 1) d
(1 ) (1 )

2 ! d






 

l l m
m l

l l m
x x

l x
 

第一类 

韦伯-厄米函数 ( )n x  

2 2/ 2 d
( 1) e e

d

n
n x x

nx

  

韦伯函数 

(抛物柱函数) ( )nD x  

2 2/ 4 / 2d
( 1) e e

d

n
n x x

nx

  

其中， , 1r s   ，m 和 n 是自然数. 

 

 

3.3.3 母函数关系 

 

定义 1 设函数 ( )f t 在 0t  的某邻域内可展开为收敛的幂级数 

0

( ) n

n

n

f t a t




  

则称 ( )f t 是序列{ }na 的母函数，也称普通生成函数，简称普生成函数.如果有一

个函数 ( )g t 可以展开成以下收敛级数的形式： 

0

( )
!

nn

n

a
g t t

n





   

则称 ( )g t 是序列{ }na 的指数生成函数，简称指生成函数. 

定义 2 设{ ( )}nQ x 是某一函数序列，如果有一个二元函数 ( , )F x t 在 ( , )x t 空间

的某个邻域内可以展开成以下关于 ,x t 收敛的级数的形式： 
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0

( , ) ( ) n

n

n

F x t Q x t




                                       (3.3.34) 

则称 ( , )F x t 是函数序列{ ( )}nQ x 的母函数，也称普通生成函数，简称普生成函数.

如果有一个二元函数 ( , )G x t 可以展开成以下关于 ,x t 收敛的级数的形式： 

0

( )
( , )

!

nn

n

Q x
G x t t

n





                                            (3.3.35) 

则称 ( , )G x t 是函数序列{ ( )}nQ x 的指数生成函数，简称指生成函数.式(3.3.34)和

(3.3.35)都称为{ ( )}nQ x 的母函数关系. 

母函数关系对于推导一些递推公式是非常有用的. 

我们把后几节要讲到的一些函数的母函数列于表 3.5 和表 3.6 中.从这两个表

中可以明显看出以下一些关系.在盖金堡尔多项式 ( )m

nG x 中取 1/ 2m  就得到勒让

德多项式 ( )nP x ， 1/ 2( ) ( )n nP x G x ，这一点与表 3.1是一致的；连带勒让德函数 ( )m

nP x

中取 0m  就得到勒让德多项式 ( )nP x ， 0( ) ( )n nP x P x . 

 

 

表 3.5 一些函数的普生成函数 

母函数的展开系数 ( )nQ x  母函数
0

( , ) ( ) n

n

n

G x t Q x t




  

广义超球多项式 ( , ) ( )r s

nP x  
(1 ) (1 )

2
r s

r s t x t x

x

 
    

 

盖金堡尔多项式 ( )nG x
 

2 1/ 2

2 ( 1/ 2)

(1 2 ) πxt t








 

 
 

切比雪夫多项式 ( )nT x  
2

1

1 2

xt

xt t



 
 

第二类 

切比雪夫函数 1( )nU x  

2

2

1

1 2

x

xt t



 
 

第二类 

切比雪夫多项式
*( )nU x  2

1

1 2xt t 
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勒让德多项式 ( )nP x  
2

1

1 2xt t 
 

第一类 

连带勒让德函数 ( )m

nP x  

2 / 2

2 1/ 2

(2 1)!!(1 )

(1 2 )

m

m

m x

xt t 

 

 
 

索宁多项式 ( )nS x
 1

1
exp( )

(1 ) 1

xt

t t


 
 

 

表 3.6 一些函数的指生成函数 

母函数的展开系数 ( )nQ x  母函数
0

( )
( , )

!

nn

n

Q x
F x t t

n





  

雅克比多项式
( , ) 1

( ) ( )
2

r s

n n

x
s J


 

1 2 1

2

2 (1 1 2 )

(1 1 2 )

r s

r s

t xt t

t xt t

 



   

   
 

拉盖尔多项式 ( )nL x  
1

exp( )
1 1

xt

t t


 
 

厄米多项式 ( )nH x  2exp(2 )xt t  

第一类 

韦伯-厄米函数 ( )n x  

2 2exp(2 / 2)xt t x   

韦伯函数(抛物柱函数) ( )nD x  2 2exp(2 / 4)xt t x   

半奇数阶贝塞尔函数 1/ 2 ( )nJ x  22
cos 2

π
x xt

x
  

半奇数阶贝塞尔函数
1/2( 1) ( )n

nJ x   22
sin 2

π
x xt

x
  

第一类球贝塞尔函数 

(球贝塞尔函数) 1( )nj x  

21
cos 2x xt

x
  

第二类球贝塞尔函数 

(诺依曼函数) 1( )ny x  

21
sin 2x xt

x
  

 

还有这样的情况：函数序列的母函数既不是普生成函数也不是指生成函数，

例如连带拉盖尔多项式和第二类勒让德函数.还有，整数阶贝塞尔函数和变形贝

塞尔函数的母函数展开之后，求和关系是从至  .这些母函数关系都未列入

表 3.5 和表 3.6 中. 
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§3.4 与多项式的斯图姆-刘维尔系统有关的方程和函数 

 

我们已经看到，一旦要求斯图姆-刘维尔方程(3.2.1)的解是多项式，那么 ( )A x

和 ( )B x 的系数已在表 3.1 中列出. ( )A x 和 ( )B x 的系数如表 3.1 确定之后，就求得

特征值以及对应的多项式特解.不过，斯图姆-刘维尔方程还可以有一个与多项式

线性无关的解，因为我们已经在§3.1 节中说明了，二阶常微分方程可以有一对线

性无关的特解.既然一个已经是多项式的，另一个就应该是非多项式的解.原则上，

非多项式的特解可以从多项式的特解利用刘维尔公式(3.1.14)得到. 

这两个线性无关的特解的线性组合构成该特征值的通解，将通解代入边界条

件，得到线性组合的系数的值. 

对于多项式的斯图姆-刘维尔方程求导若干次以后，所得到方程就不属于多

项式系统了，有些被称为连带方程.既然连带方程是由多项式的斯图姆-刘维尔型

方程求导若干次以后得到的，它的特征函数一般就比较容易求得. 

本节我们简要介绍拉盖尔函数，勒让德函数、切比雪夫函数和厄米函数. 

 

 

3.4.1 拉盖尔函数 

 

1. 索宁多项式(广义拉盖尔多项式) 

方程 

( 1 ) 0,(0 )xy x y y x                                   (3.4.1) 

称为广义拉盖尔方程.可以是不等于负整数的任意实数或者复数.当满足以下边

界条件 

( 0)y x  ， ( ) ~ ny x x                                  (3.4.2) 

时，特征值为 

, ( 0,1,2, )n n   .                                        (3.4.3) 

特征函数用洛巨格公式表示如下： 

1 d
( ) e ( e )

! d

n
x n x

n n
S x x x

n x

                                           (3.4.4) 

这是一个 n 次的多项式，称为索宁多项式，又称为广义拉盖尔多项式，记为 ( )nS x .

式(3.4.4)列于表 3.3. 

    索宁多项式的级数表达式是 

0

( 1)( 1)
( )

!( )! ( 1)

kn
kn

n

k k

S x x
k n k

 






 
                                 (3.4.5) 



 30 

列于表 3.2. 

索宁多项式的母函数关系是 

1
0

1
exp( ) ( )

(1 ) 1

n

n

n

xt
S x t

t t










 
 

                                    (3.4.6) 

这一母函数列于表 3.5. 

索宁多项式的规一化系数是 

2

0

( 1)
d e | ( ) |

!

x

n

n
xx S x

n

  
   

                                   (3.4.7) 

索宁多项式具有以下加法公式. 

1

0

( ) ( ) ( )
n

n k n k

k

S x y S x S y    





    

方程(3.4.1)的另一个特解可由刘维尔公式得到. 

 

2. 拉盖尔多项式 

在(3.4.1)中取 0  ，  

(1 ) 0xy x y y                                           (3.4.8) 

称为拉盖尔方程.它在(3.4.2)的边界条件下，特征值是(3.4.3)式，特征函数是拉盖

尔多项式，记为 ( )nL x ，用洛巨格公式表示如下： 

d
( ) e ( e )

d

n
x n x

n n
L x x

x

                                             (3.4.9) 

这是一个 n 次的多项式.式(3.4.9)列于表 3.3. 

拉盖尔多项式的级数表达式是 

2

2
0

( 1) ( !)
( )

( !) ( )!

kn
k

n

k

n
L x x

k n k





                                    (3.4.10) 

虽然拉盖尔方程(3.4.8)是在广义拉盖尔方程(3.4.1)中取 0  得到的，可是特征函

数拉盖尔多项式并不是简单地在索宁多项式中取 0  .比较(3.4.5)和(3.4.10)可

知， 

0( ) ! ( )n nL x n S x                                            (3.4.11) 

盖尔多项式的母函数关系是 

0

( )1
exp( )

1 1 !

nn

n

L xxt
t

t t n





 
 

                                     (3.4.12) 

这一母函数式列于表 3.6.式(3.4.11)右边有一因子，使得拉盖尔多项式的母函数是

指生成函数，而索宁多项式的母函数是普生成函数. 
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由(3.4.7)和(3.4.11)式知，拉盖尔多项式的规一化系数如下. 

2 2

0
d e | ( ) | ( !)x

nx L x n


   

方程(3.4.8)的另一个特解可由刘维尔公式得到. 

 

3. 连带拉盖尔多项式 

对于拉盖尔方程(3.4.8)求导 m 次可得到连带拉盖尔方程 

( 1 ) ( ) 0xy m x y m y                                    (3.4.13) 

( ) ( ) ( ) ( 2) ( 1) ( )

( )

( ) ((1 ) ) (1 1 ) ( 1) 0

(2 ) ( 1) 0

( ) ((1 ) ) ( 1 ) ( ) 0

( 1 ) ( ) 0

m m m m m m

m

xy x y y xy x y y

y z xz x z z

xy x y y xy m x y m y

y z xz m x z m z

 



 



 

                

        

          

        

 

其中 m 是正整数且0 m n  .当满足以下边界条件 

( 0)y x  ， ( ) ~ n my x x                              (3.4.14) 

时，特征值为 

,( , 1, 2, )n n m m m     .                                (3.4.15) 

特征函数用洛巨格公式表示如下： 

( ) ! d
( ) ( 1) e ( e )

( )! d

n m
m m m x n x

n n m

n
L x x x

n m x


 


 


                         (3.4.16) 

这是一个 n m 次的多项式，称为连带拉盖尔多项式.式(3.4.16)列于表 3.3. 

    连带拉盖尔多项式的级数表达式是 

2
( )

0

( 1) ( !)
( )

!( )!( )!

m kn m
m k

n

k

n
L x x

k m k n m k








  
                            (3.4.17) 

列于表 3.2. 

连带拉盖尔多项式的母函数关系是 

( )

1

( 1)
exp( ) ( )

(1 ) 1

m
m n m

nm
n m

xt
L x t

t t








 

 
                             (3.4.18) 

这一关系未列入母函数关系表中. 

定理 1 若 ( )f x 在 (0, ) 上任一有限区间上分段光滑，则 

( )

0

1
( ) [ ( 0 ) ( 0 )]

2

m

n n

n

c L x f x f x


 



     

其中 

    ( )

0

!
e ( ) ( )d

( 1)

m x m

n n

n
c x L x f x x

n m




     
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连带拉盖尔方程(3.4.13)是从拉盖尔方程(3.4.8)对 x 求导 m 次得到的.恰好，

方程的解连带拉盖尔多项式也可以从拉盖尔多项式对 x 求导 m 次得到，即有以

下关系式： 

( ) d
( ) ( )

d

m
m

n nm
L x L x

x
                                        (3.4.19) 

在连带拉盖尔方程(3.4.13)中取 0m  时就回到拉盖尔方程(3.4.8).在连带拉盖尔多

项式中取 0m  时就回到拉盖尔多项式， (0) ( ) ( )n nL x L x . 

连带拉盖尔多项式与索宁多项式之间有关系式 

( ) ( ) ( 1) ! ( )m m m

n n mL x n S x                                          (3.4.20a) 

或者 

    ( ) ( ) ( 1) ( )! ( )m m m

n m nL x n m S x                                       (3.4.20b) 

广义拉盖尔方程、拉盖尔方程和连带拉盖尔方程，它们的另一个线性无关的

解都属于合流超几何函数. 

拉盖尔方程在求解氢原子的径向特征函数的方程时遇到. 

 

 

3.4.2 勒让德函数 

 

1. 勒让德多项式 

方程： 

2(1 ) 2 0x y xy y                                        (3.4.21) 

称为勒让德方程.当满足以下边界条件 

( 1)y x                                               (3.4.22) 

时，特征值为 

( 1),( 0,1,2, )l l l    .                                  (3.4.23) 

用特征值代入勒让德方程后， 

2(1 ) 2 ( 1) 0x y xy l l y                                     (3.4.24) 

它称为 l 阶勒让德方程，其特征函数用洛巨格公式表示如下： 

2( 1) d
( ) (1 )

2 ! d

l l
l

l l l
P x x

l x


                                          (3.4.25) 

这是一个 l 次的多项式，称为勒让德多项式.式(3.4.25)列于表 3.3. 

    勒让德多项式的级数表达式是 

[ / 2]
2

0

(2 2 )!
( ) ( 1)

2 !( )!( 2 )!

l
k l k

l l
k

l k
P x x

k n k l k






 

 
                       (3.4.26) 
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列于表 3.2. 

勒让德多项式的母函数关系 

2
0

1
( )

1 2

n

n

n

P x t
xt t






 

 ， 1t                                     (3.4.27) 

这一母函数列于表 3.5. 勒让德多项式 ( )lP x 也称为第一类勒让德函数. 

这一母函数展开的扩展形式如下。先做如下改造： 

1 1

2 2 2 2
0 11 1 1

( ) , 1
2

n n

n n
n

r r t
P x t

rr xtr r t





 
 

  

然后令 2 1r r t ， 

2
2 112 2

0 11 1 2 2

1
( ) ,

2

n

n n
n

r
P x r r

rr xr r r






 
 

  

最后统一写成如下形式： 

12 2
0

1 1 2 2

1
( )

2

n

n n
n

r
P x

rr xr r r





 


 

  

其中，将 r1 和 r2 中的较大者记为 r>，较小者记为 r<。这一展开形式在实际计算

中会用到。 

    勒让德多项式的规一化系数如下. 

    
1

1
dx

 | ( )nP x 2| =
2

2 1n 
 

定理 2 若 ( )f x 在[ 1,1] 上有定义， 2 1/ 4(1 ) ( )x f x 在[ 1,1] 上的积分存在且绝

对收敛，则 

0

1
( ) [ ( 0 ) ( 0 )], ( 1 1)

2
n n

n

c P x f x f x x


 



        

其中 
1

1

2 1
( ) ( )d

2
n n

n
c P x f x x




   

这一展开级数称为傅里叶-勒让德级数. 

勒让德方程(3.4.24)的另一个线性无关的解记为 ( )lQ x .它可从刘维尔公式求

得. 

2 2

d
( ) ( )

[ ( )] (1 )
l l

l

x
Q x P x

P x x


                                 (3.4.28) 

称 ( )lQ x 为第二类勒让德函数.在边界处 1x   ， ( 1)lQ  的值是无穷大的. ( )lQ x 的

母函数关系是 
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0

1
(2 1) ( ) ( )n n

n

n Q x P t
x t





 


                                   (3.4.29) 

这一表达式的特点是：它把线性无关的两个特解在一个母函数关系中表出.此关

系式未列入母函数关系表. 

勒让德方程(3.4.24)的通解就是 

( ) ( )l ly AP x BQ x    

 

2. 连带勒让德函数 

对于勒让德方程(3.4.24)求导 m 次，并将方程(3.4.24)中的函数 y 代之以

2 / 2 ( )(1 )k kx y ，可得到连带勒让德方程 

2
2

2
(1 ) 2 [ ( 1) ] 0

1

m
x y xy l l y

x
      


                       (3.4.34) 

其中 m 是正整数且0 m l  .当满足边界条件(3.4.22)时，特征值为 

,( , 1, 2, )l l m m m   .                                    (3.4.35) 

连带勒让德方程的两个线性无关的解分别为第一类连带勒让德函数 

    ( )m

lP x = 2 / 2(1 )mx
d ( )

d

m

l

m

P x

x
                                      (3.4.36) 

和第二类连带勒让德函数 

2 / 2 d ( )
( ) (1 )

d

m
m m l
l m

Q x
Q x x

x
                                        (3.4.37) 

在边界处 1x   ， ( )m

lP x 满足(3.4.22)的边界条件， ( 1)m

lQ  的值是无穷大的. 

( )m

lP x 的微商表示是 

2 / 2 2( 1) d
( ) (1 ) (1 )

2 ! d

l l m
m m l

l l l m
P x x x

l x







                              (3.4.38) 

列于表 3.4. 

( )m

lP x 的母函数关系是 

2 / 2

2 (2 1) / 2
0

(2 1)!!(1 )
( )

(1 2 )

m
m n

nm
n

m x
P x t

xt t






 


 
                                  (3.4.39) 

这一母函数关系列于表 3.5. 

    连带勒让德多项式的规一化系数如下. 

    
1

1
dx

 | ( )m

nP x
2| =

( )!

( )!

n m

n m





2

2 1n 
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定理 3 任何一个在[ 1,1] 上连续且在端点为零的函数 ( )f x 可以按连带勒让

德函数系在平均收敛的意义下展开成 

( ) ( )m

n n

n m

f x c P x




  

其中 

1

1

2 1 ( )!
( ) ( )d

2 ( )!

m

n n

n n m
c P x f x x

n m 

 


   

方程(3.4.34)的通解为 

( ) ( )m m

l ly AP x BQ x   

注意，虽然连带勒让德方程是从勒让德方程对 x 求导 m 次得到的，可是方

程的解连带勒让德函数不能简单地看做由勒让德函数对 x 求导 m 次得到，见

(3.4.36)和(3.4.37)式. 

在连带勒让德方程中取 0m  时就回到勒让德方程.在连带勒让德函数中取

0m  时就回到勒让德函数， 0 0( ) ( ), ( ) ( )n n n nP x P x Q x Q x  . 

 

3. 球谐函数 

三维拉普拉斯方程在球坐标下的形式是 

2
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
( ) (sin ) 0

sin sin

u u u
u r

r r r r r


    

    
    

    
    (3.4.40) 

采用分离变量法，设 

( ) ( ) ( )u R r                                            (3.4.41) 

代入(3.4.40)式，并乘以
2r

R
，分离变量得到 

21 d d
( )

d d

R
r

R r r
                                          (3.4.42) 

2

2 2

1 d d 1 d
(sin )

sin d d sin d
 

    

 
  

 
                     (3.4.43) 

式(3.4.43)式再写分离变量成 

2
2

2

1 d

d
m




 


， 0, 1, 2,m                                 (3.4.44) 

2 2sin d d
(sin ) sin

d d
m


  

 


 


                            (3.4.45) 

对于(3.4.45)式，令 cosx  ，并将 ( ) 改记为 ( )p x ， 
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2

2

d d d d d
sin 1

d d d d d

d d d d d
( ) ( ) sin ( ) 1 ( )

d d d d d

x
x

x x x

x
f f x f x x f x

x x x


 

 
 

   

   

 

则变为 

2 2
2

2 2

d d
(1 ) 2 ( ) 0

d d 1

p p m
x x p

x x x
    


                         (3.4.46) 

这就是连带勒让德方程.如果定解问题与无关， ( ) 亦无关，，那么 0m  ，

这时方程(3.4.46)成为 

2
2

2

d d
(1 ) 2 0

d d

p p
x x p

x x
                                    (3.4.47a) 

这就是勒让德方程.(3.4.46)和(3.4.47)的具有物理意义的解的特征值是 

( 1),( 0,1,2, )l l l    ， 0, 1, 2, ,m l                      (3.4.47b) 

注意，仅从方程(3.4.44)，特征值|m|的取值是没有上限的.但是由于(3.4.46)的限制，

|m|是有上限的，如(3.4.47b)所示. 

    连带勒让德方程 (3.4.49)的在边界上解析的解已知为连带勒让德函数

( ) = m

lP ( cos ).方程(3.4.44)的解是 i( ) e m  .乘积 

i( , ) ( ) ( ) (cos )em m m

l lY P                                  (3.4.48) 

称为球谐函数，它是方程(3.4.43)的解. 

定理 4 任何一个在球面上连续的函数 ( , )f   可以按球谐函数系展开为一平

均收敛的级数， 

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( cos sin ) (cos )
n n

m m m m

mn n n n n

n m n m

f A Y a m b m P      
 

   

     

其中 

π 2π

0 0

π 2π

0 0

2 1 ( )!
d d ( , ) (cos )cos sin

2π ( )!

2 1 ( )!
d d ( , ) (cos )sin sin

2π ( )!

m m

n n

m

m m

n n

n n m
a f P m

n m

n n m
b f P m

n m

      


      

 




 




 

 

 

2,  0

1,  0
m

m

m



 


 

本节讨论的勒让德函数，包括勒让德多项式，连带勒让德函数，球谐函数等，

它们也统称为球函数. 
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4. 最佳平方逼近 

勒让德多项式 ( )nP x 的最高次项的系数是
2

2 (2 1) ( 1) (2 )!

2 ! 2 ( !)n n

n n n n

n n

 
 .如果

将勒让德多项式的最高幂次化为 1，称它为首一勒让德多项式，记为 ( )nP x ，即 

22 ( !)
( ) ( )

(2 )!

n

n n

n
P x P x

n
    

定理 5 在[ 1,1] 区间上所有最高项系数为 1 的 n 次多项式中， ( )nP x 与零的

平方偏差最小.因此 ( )nP x 是零的最佳平方逼近 n 次多项式. 

 

 

3.4.3 切比雪夫函数 

 

1. 切比雪夫函数 

方程 

2(1 ) 0 ( 1 1)x y xy y x                                  (3.4.49) 

称为切比雪夫方程.这个方程的求解比较方便，只要做以下的变换.令 

cosx                                                  (3.4.50) 

2

2

2

2 2

2 2 2 2 3

2

2
2

2 2 3

(1 ) 0

d d d 1 d

d d d sin d

d d d d 1 d d d 1 d

d d d d sin d d d sin d

1 1 d cos d 1 d cos d
( )

sin sin d sin d sin d sin d

(1 )

1 d cos d
sin ( ) c

sin d sin d

x y xy y

y y y

x x

y y y y

x x x x x

y y y y

x y xy y

y y





  



    

 

        






   

    

  

    

   

   

  

2

2

1 d
os

sin d

d
0

d

y
y

y
y

 
 






  

 

原方程成为 

2

2

d ( )
( ) 0

d

z
z


 


                                          (3.4.51) 

显然，这一方程的特征值是 

2n                                                     (3.4.52) 
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两个线性无关的解分别为 

    1( )z  = cos n                                              (3.4.53) 

和 

2 ( ) sinz n                                               (3.4.54) 

相应地，原方程(3.4.49)的两个线性无关的解分别为 

1

1 cos( cos ) (cos ) ( )n ny n x T T x                              (3.4.55) 

和 

1

2 sin( cos ) (cos ) ( )n ny n x U U x                             (3.4.56) 

易见，在[ 1,1] 区域内 

max | ( ) | 1,max | ( ) | 1n nT x U x                                  (3.4.57) 

即这两个特解的绝对值总是小于等于 1 的. 

( )nT x 是一个 n 次的多项式，它就是已经在第二章 2.4.2 小节中定义的切比雪

夫多项式，也称为第一类切比雪夫函数.这个解在边界 1x   处的值 ( 1)y x   是

解析的.由(3.4.55)式容易看出 (1) 1, ( 1) ( 1)n

n nT T    .在 2.4.2 小节中我们已经列出

了切比雪夫多项式的一些性质. 

切比雪夫多项式的洛巨格公式是  

2 1/ 2 2 1/ 2( 1) d
( ) (1 ) (1 )

(2 1)!! d

n n
n

n n
T x x x

n x


  


                       (3.4.58) 

这一公式列于表 3.3. 

切比雪夫多项式的级数表达式是 

0 ( ) 1T x                                                 (3.4.59a) 

[ / 2]
2

0

( 1)!
( ) ( 1) (2 ) ,     ( 1)

2 !( 2 )!

n
k n k

n

k

n n k
T x x n

k n k





 
  


                (3.4.59b) 

式(3.4.59)列于表 3.2. 

切比雪夫多项式的母函数关系 

2
0

1
( )

1 2

n

n

n

xt
T x t

xt t








 
                                           (3.4.60) 

这一母函数列于表 3.5. 

定理 6 若 ( )f x 在[ 1,1] 上分段光滑，则 
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0

0

1
( ) [ ( 0 ) ( 0 )], ( 1 1)

2 2
n n

n

c
c T x f x f x x


 



         

其中 

1

21

( )2
( )d

π 1

n
n

T x
c f x x

x



  

式(3.4.56)的 ( )nU x 称为第二类切比雪夫函数，它不是多项式. ( )nU x 满足的边

界条件是 ( 1) 0y x    ，由(3.4.56)式容易看出 ( 1) 0nU x    .易证， ( )nU x 与切比

雪夫多项式之间有如下关系. 

1

2 2

d ( ) ( )1
[ sin( cos )] ( )

d 1 1

n nT x nU x
n x n

x x x

   
 

 

2 d ( )1
( )

d

n
n

T xx
U x

n x


                                          (3.4.61) 

由此可得到 ( )nU x 的级数表达式 

[( 1) / 2]
2 2 1

0

( 1)!
( ) 1 ( 1) (2 )

!( 2 1)!

n
k n k

n

k

n k
U x x x

k n k


 



 
  

 
                  (3.4.62) 

( )nU x 的微商表示为 

1 1
2 1/ 2

1

( 1) d
( ) (1 )

(2 1)!! d

n n
n

n n

n
U x x

n x

 





 


                                 (3.4.63) 

列于表 3.4. 

第二类切比雪夫函数的母函数关系 

2

12
0

1
( )

1 2

n

n

n

x
U x t

xt t










 
                                          (3.4.64) 

注意其中的展开系数是 1nU  而不是像通常那样的 nU ，见表 3.5. 

切比雪夫方程(3.4.49)的通解为 

( ) ( )n ny AT x BU x   

 

2. 连带切比雪夫函数 

对于切比雪夫方程(3.4.49)求导 m 次，可得到连带切比雪夫方程 

2 2(1 ) (2 1) ( ) 0x y m xy m y                                (3.4.65) 

其中 m 是正整数且0 m n  .当满足以下边界条件 
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( 1)y x                                                (3.4.66) 

时，特征值为 

2( )n m   .                                              (3.4.67) 

方程的两个特解都称为连带切比雪夫函数，它们可以从切比雪夫函数对 x 求导 m

次得到，即有以下关系式： 

( ) d
( ) ( )

d

m
m

n nm
T x T x

x
                                               (3.4.68) 

和 

( ) d
( ) ( )

d

m
m

n nm
U x U x

x
                                              (3.4.69) 

( ) ( )m

nT x 和 ( ) ( )m

nU x 分别称为 n 次 m 阶的第一类、第二类连带切比雪夫函数.在连带

切比雪夫方程(3.4.65)中取 0m  时就回到切比雪夫方程(3.4.49).在连带切比雪夫

函数中取 0m  时就回到切比雪夫函数， (0) (0)( ) ( ), ( ) ( )n n n nT x T x U x U x  . 

连带切比雪夫方程(3.4.65)的通解为 

( ) ( )( ) ( )m m

n nz AT x BU x   

当 1m  时，实际上 ( ) ( )m

nT x 和 ( ) ( )m

nU x 都很少用.常用的是取 

2( ) , ( 0,1,2, )n m n     

这时连带切比雪夫方程成为以下形式 

2(1 ) (2 1) ( 2 ) 0x z m xz n n m z        

与表 3.1 中的盖金堡尔方程的形式一致，所以此式就是盖金堡尔方程.它的通解为 

    z  ( )m

nAC x + ( )m

nDU x  

其中 

    

1

1

1 d
( ) ( )

2 ( 1)!( ) d

1 d
( ) ( )

2 ( 1)!( ) d

m
m

n n mm m

m
m

n n mm m

C x T x
m n m x

D x U x
m n m x






 


 

 

( )m

nC x 称为 n 次 m 阶的盖金堡尔多项式.盖金堡尔方程中的 m 如果不取整数，而

是取为 1/ 2m  ，那么就成为勒让德方程. 

 

 

3. 第二类切比雪夫多项式 
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当 1m  时的连带切比雪夫方程 

2(1 ) 3 ( 1) 0x y xy y                                      (3.4.70) 

满足 ( 1)y x   解析的特征值为 

2( 1) , ( 0,1, 2, )n n                                       (3.4.71) 

相应的特征函数为 

* 1d ( )1
( )

1 d

n
n

T x
U x

n x




                                           (3.4.72) 

它称为第二类切比雪夫多项式.因 1( )nT x 是 1n 次多项式，所以 *( )nU x 是 n 次多项

式. 1( ) cos( 1)nT x n    ，则由上式得到 

* sin( 1)
( )

sin
n

n
U x






                                               (3.4.73) 

将 1( )nT x 级数表达式(3.4.58)中的 n 换成 1n 代入(3.4.72)，得到 *( )nU x 的级数表达

式 

[ / 2]
* 2

0

( )!
( ) ( 1) (2 )

!( 2 )!

n
k n k

n

k

n k
U x x

k n k






 


                           (3.4.74) 

*( )nU x 的微商表示 

1 1
* 2 1/ 2

12

( 1) ( 1) d
( ) (1 )

d(2 1)!! 1

n n
n

n n

n
U x x

xn x

 




 
 

 
                         (3.4.75) 

列于表 3.4. 

第二类切比雪夫多项式的母函数关系 

*

2
0

1
( )

1 2

n

n

n

U x t
xt t






 

 ， (| | 1)t                                   (3.4.76) 

这一母函数列于表 3.5. 

第二类切比雪夫多项式 *( )nU x 与第一类切比雪夫多项式 ( )nT x 之间的关系，除

了(3.4.72)式之外，还有 

* *

1( ) ( ) ( )n n nT x U x xU x                                     (3.4.77) 

和 

2 *

1 2(1 ) ( ) ( ) ( )n n nx U x xT x T x                                 (3.4.78) 

第二类切比雪夫多项式 *( )nU x 与第二类切比雪夫函数 ( )nU x 之间的关系有 

2 *

1( ) 1 ( )n nU x x U x                                        (3.4.79) 
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方程(3.4.70)的另一个线性无关的特解是 1d ( )

d

nU x

x

 . 

 

3.4.4 厄米函数 

 

本小节我们简要介绍厄米方程的解，厄米函数，还介绍韦伯-厄米函数和韦

伯函数，因为这三种函数紧密相关. 

 

1. 厄米多项式 

厄米方程 

2 0, ( )y xy y x                                  (3.4.80) 

满足的边界条件为 ( ) ~ ny x x ，即当 x 趋于无穷大时，函数是以 x 的幂次趋

于无穷大的.得到的特征值 

2n                                                    (3.4.81) 

得到的特征函数是厄米多项式 ( )nH x ，其洛巨格公式是 

2 2d
( ) ( 1) e e

d

n
n x x

n n
H x

x

   

列于表 3.3. 

厄米多项式的级数表达式可以写成 

[ / 2]
2

0

!
( ) ( 1) (2 )

!( 2 )!

n
k n k

n

k

n
H x x

k n k





 


 ， ( 0,1,2, )n               (3.4.82) 

列于表 3.2. 

厄米多项式的母函数关系 

2

0

( )
exp(2 )

!

nn

n

H x
xt t t

n





                                     (3.4.83) 

这一母函数列于表 3.6. 

厄米多项式的规一化系数如下. 

2 2e | ( ) | d π2 !x n

nH x x n





  

定理 7 若 ( )f x 在任一有限区间上是分段光滑的，则 

0

1
( ) [ ( 0 ) ( 0 )], ( )

2
n n

n

c H x f x f x x


 



         

其中 

21
e ( ) ( )d

π2 !

x

n nn
c H x f x x

n





   



 43 

厄米多项式具有以下加法公式. 

/ 2

0

!
( ) 2 ( 2 ) ( 2 )

!( )!

n
n

n n n k

k

n
H x y H x H y

k n k







 


                (3.4.84) 

如果边界条件换成 2( ) ~ exp( )y x x ，即当 x 趋于无穷大时，函数是以

2exp( )x 的方式趋于无穷大的，那么得到的厄米方程的另一个线性无关的解为 

2

2

exp( )
( ) ( ) d

[ ( )]
n n

n

x
G x H x x

H x
                                   (3.4.85) 

( )nG x 称为第二类厄米函数. 

厄米方程(3.4.80)的通解为 

( ) ( )n ny AH x BG x   

在(3.3.14)式中取 1 1B   ，得到厄米方程的另一个形式. 

0, ( )y xy y x                                   (3.4.86) 

在式(3.4.80)中令 / 2x u ，那么
2 2

2 2

d d d d
2 , 2

d d d d

y y
y y

x u x u
  ，也可得到(3.4.86)

式.(3.4.86)式的特征值为 

n                                                     (3.4.87) 

相 应 的 多 项 式 的 特 征 函 数 记 为 ( )nHe x ， 与 厄 米 函 数 之 间 的 关 系 为

( ) ( ) ( / 2)n nHe x C n H x 可以相差一个常数因子，这个常数因子可以与 n 有关，

可以由规一化条件来决定.
/ 2( ) 2 nC n  ，见习题.因此， 

/ 2( ) 2 ( / 2)n

n nHe x H x                                    (3.4.88) 

式(3.4.86)的另一个线性无关的特征函数是 

/ 2( ) 2 ( / 2)n

n nGe x G x                                    (3.4.89) 

我们在表 3.7 中列出一些函数的奇偶性与在特殊点的值. 

 

表 3.7 一些函数的奇偶性与在特殊点的值. 

函数 ( )nQ x  奇偶性 特殊点的值 

广义超球 

多项式 ( , ) ( )r s

nP x  

( , ) ( , )( ) ( 1) ( )r s n s r

n nP x P x    
( , ) ( 1)

(1)
!

r s n
n

r
P

n


  
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雅克比多项式 ( , ) ( )r s

nJ x   
( , ) ( , ) ( )

(0) 1, (1)
( )

r s r s n
n n

n

s r n
J J

s

 
   

盖金堡尔 

多项式 ( )m

nG x  
( ) ( 1) ( )m n m

n nG x G x    

2 1

2

(2 )
(1) , (0) 0

!

( )
( )(0) ( 1)

!

m mn
n n

m n n
n

m
G G

n

m
G x

n

 

 

 

切比雪夫 

多项式 ( )nT x  
( ) ( 1) ( )n

n nT x T x    

2 1 2

(1) 1

(0) 0, (0) ( 1)

n

n

n n

T

T T



  
 

第二类 

切比雪夫函数 ( )nU x  

1( ) ( 1) ( )n

n nU x U x    

2 2 1

( 1) 1

(0) 0, (0) ( 1)

n

n

n n

U

U U 

 

  
 

第二类 

切比雪夫多项式 *( )nU x  

* *( ) ( 1) ( )n

n nU x U x    

*

* *

2 2 1

(1) 1

(0) ( 1) , (0) 0

n

n

n n

U n

U U 

 

  
 

勒让德 

多项式 ( )nP x  
( ) ( 1) ( )n

n nP x P x    

2 1

2 2 2

(1) 1, (0) 0

(2 )!
(0) ( 1)

2 ( !)

n n

n

n n

P P

n
P

n

 

 
 

第一类 

连带勒让德函数 ( )m

nP x  
( ) ( 1) ( )m n m m

n nP x P x    

( ) / 2

( 1) 0

(0) 0,                        

(0)

( 1)!!
( 1) ,   

( )!!

m

n

m

n

m

n

n m

P

P n m

P

n m
n m

n m



 

  



 
  



奇数

偶数

 

索宁 

多项式 ( )nS x
 

 
( 1)

(0)
!

n
nS

n

  
  

连带拉盖尔 

多项式
( ) ( )m

nL x  
 

2
( ) ( !)

(0) ( 1)
( )! !

m n

n

n
L

n m m
 


 

拉盖尔多项式 ( )nL x   (0) !nL n  

厄米 

多项式 ( )nH x  
( ) ( 1) ( )n

n nH x H x    
2

2 1

(2 )!
(0) ( 1)

!

(0) 0

n

n

n

n
H

n

H 

 



 

第一类 

韦伯-厄米函数 ( )n x  
( ) ( 1) ( )n

n nx x      
2

2 1

(2 )!
(0) ( 1)

!

(0) 0

n

n

n

n

n



  

 
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韦伯函数 

(抛物柱函数) ( )nD x  
( ) ( 1) ( )n

n nD x D x    
2

2 1

(0) ( 1) (2 1)!

(0) 0

n

n

n

D n

D 

  


 

贝塞尔函数 ( )nJ x  ( ) ( 1) ( )n

n nJ x J x    
1,   0

(0)
0,   1

n

n
J

n


 


 

第一类变型 

贝塞尔函数 ( )nI x  
( ) ( 1) ( )n

n nI x I x    
1,   0

(0)
0,   1

n

n
I

n


 


 

第一类球贝塞尔函数 

(球贝塞尔函数) ( )nj x  
( ) ( 1) ( )n

n nj x j x    
1,   0

(0)
0,   1

n

n
j

n


 


 

第二类球贝塞尔函数 

(诺依曼函数) ( )ny x  

1( ) ( 1) ( )n

n ny x y x    
( 1)(0) ~ n

ny x    

 

 

 

§3.6 二阶常微分方程的复变函数理论 

 

 

以上我们讨论二阶微分方程的时候，都是设定了自变量是实数.一般情况下，

应该从自变量是复数的角度来讨论问题.这一点是柯西最早指出的.本节我们简要

介绍二阶常微分方程的解析理论.以下的函数都默认为是复变函数，自变量是复

数，除非特别说明. 

 

 

3.6.1 齐次线性方程组的解 

 

    1. 齐次线性方程组的基本理论 

1) 一阶常微分方程组解的存在唯一定理 

我们先来看一阶微分方程组的情况.设有以下方程组 

1 2( , , , , ),  ( 1, 2, , )s s nw f z w w w s n                            (3.6.1) 

我们定义一个列向量： T

1 2( , , , )nw w w w ，则 T

1 2

d
( , , , )

d
n

w
w w w w

z
     .把上述方

程组写成紧凑的形式 

    w= ( , )f z w                                               (3.6.2) 

初值问题是 

0 0

( , )

( )

w f z w

w z w

 



                                             (3.6.3) 



 46 

要求的是：复平面 C 的某个含 0z 点的区域 R 上的一个解析函数 ( )z ，使之满足： 

    0 0( )z w  ， ( )z = ( , )f z  ， z R  

定理 1(柯西) 若函数 1 2( , , , , ),  ( 1,2, , )s nf z w w w s n 在 

    0 0| | ,| ( ) | ,  ( 1,2, , )s sz z r w w z s n      

区域上是解析的，并满足 

    1 2| ( , , , , ) | ,  ( 1,2, , )s nf z w w w M s n   

其中 0, 0, 0r M   都是常数；则初值问题(3.6.3)至少在以下区域 

    | 0z z | < r(1 /( 1)e n Mr  ) 

上存在唯一解. 

当讨论一个高阶齐次线性方程的时候，从数学的角度来说，是将高阶齐次线

性方程化为一阶齐次线性方程组.即，如果有一如下的初值问题： 

( ) ( 1)

1 1

( 1)

0 0 0 1 0 2 0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) , ( ) , ( ) , , ( )

n n

n n

n

n

y z z y z z y z y z

y z y z y z y z

  

   









     


    
          (3.6.4) 

定义 

( ) ( )

1 1 2 2 1 3 1, , , , n n

nw y w y w w w y w w w y                       (3.6.5) 

之后，原方程就写成如下的线性方程组： 

1 2

2 3

1

1 1 2 1

n n

n n n n

w w

w w

w w

w w w w  





 
  


  


     

                             (3.6.6) 

线性方程组(3.6.6)可以更简洁地写成如下形式： 

( )w A z w                                               (3.6.7) 

其中 ( ) ( ( ))ijA z a z 在某一单连通域G C 上单值解析的n n 矩阵函数. 

    把(3.6.7)写的更明确一些，如下： 

1 11 12 13 1 1

2 21 22 23 2 2

3 31 32 33 3 3

1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n

n

n n n n nn n

w z a z a z a z a z w z

w z a z a z a z a z w z

w z a z a z a z a z w z

w z a z a z a z a z w z

    
    
    
     
    
    
        

 

式(3.6.6)是其中的一个特殊情况： 
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1 1

2 2

3 3

1 2 1

( ) 0 1 0 0 ( )

( ) 0 0 1 0 ( )

( ) ( )

0 0 0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n

w z w z

w z w z

w z w z

w z z z z z w z    

    
    
    
     
    
    
            

 

 

解的存在唯一性可以表述成如下的定理. 

    定理 2 若 ( )A z 在单连通域G C 上单值解析的， 0z G ，
0

nw C ，则初值

问题 

0 0

( )

( )

w A z w

w z w

 



                                               (3.6.8) 

在 G 上必存在唯一的单值解析解 ( )w z . 

 

2) 基本解矩阵 

方程(3.6.7)的所有解构成一个 n维复线性空间.这个解空间必存在 n个线性无

关的解 1 2( ), ( ), , ( )nw z w z w z ，而一般解 w 总是可以表示成这 n 个线性无关解的线

性组合，即 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ),  ( )n n iw z c w z c w z c w z c C      

又设
(1) (2) ( )( ), ( ), , ( )nw z w z w z 是方程(3.6.7)的任意 n 个解，每一个解都是一个

列矢量。把它们写在一起，记 

(1) (2) ( )

1(1) 1(2) 1(3) 1( )

2(1) 2(2) 2(3) 2( )

3(1) 3(2) 3(3) 3( )

(1) (2) (3) ( )

( ) ( ( ), ( ), , ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n

n

n

n

n n n n n

W z w z w z w z

w z w z w z w z

w z w z w z w z

w z w z w z w z

w z w z w z w z



 
 
 
 
 
 
 
 

                  (3.6.9a) 

则称(3.6.9a)构成(3.6.7)的一个解矩阵. 

式(3.6.9a)中的 n 个解可能是线性无关的，也可能是线性相关的.如果这 n 个

解是线性无关的，我们记为 

(0) (1) ( 1)( ) ( ( ), ( ), , ( ))nW z w z w z w z                         (3.6.9b) 

此式中将列序指标写成了上标.上标只代表列序，不表示对于向量的求导. 称

(3.6.9b)构成 (3.6.7)的一个基本解矩阵 .解矩阵和基本解矩阵都满足方程 

( ) ( ) ( )W z A z W z  .一个解矩阵是基本解矩阵的充要条件是：它的行列式
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( ) det ( )z W z  在某一点 0z G 处不为零. ( ) det ( )z W z  就是原方程(3.6.4)的解

的朗斯基行列式. 

    定理 3 若 ( )W z 是(3.6.7)的一个基本解矩阵，那么方程(3.6.7)的所有基本解矩

阵 V 都可以表成如下形式： 

    ( )V z = ( )W z C                                          (3.6.10) 

此处 C 是一个非奇异常数矩阵. 

 

2. 孤立奇点及其分类 

1) 孤立奇点导致多值函数 

以上的讨论都是假定了方程(3.6.7)中的 ( ) ( ( ))ijA z a z 在某一单连通域G C

上单值解析的n n 矩阵函数.以下讨论具有孤立奇点的情况. 

定义 1 如果在方程 

( )w A z w                                               (3.6.11) 

中， ( ) ( ( ))ijA z a z 在某一区域 00 | |z z r   (r 是某一正数)内单值解析，而在 0z 处

是非解析的，即在 ( )A z 中至少有一个元素 ( )ija z 在点 0z 处是非解析的，这种点称

为 ( )A z 的孤立奇点，也称作方程(3.6.11)的孤立奇点. 

当存在孤立奇点时，定理 2 显然是不适用的.由于 00 | |z z r   非单连通区

域，方程组(3.6.11)的解有可能是多值的. 

例 1 考虑 1n  时的微分方程 

w w
z


                                                 (3.6.12) 

其中是一常数.我们把复平面上除去 0z  的点之后的区域简记为 {0}C  ，称作

区域 K，也记作 {0}K C  .方程中的 ( )A z
z


 在 {0}C  内单值解析.而 0z  是它

的孤立奇点.但方程有一个基本解w z (注意 0z  )，它在
1

2
  时是多值的.因

为w z 是一个多值函数. 

例 2 考虑 2n  时的二阶方程组 

1 1

2 2

0 1/

0 0

w wz

w w

    
         

 

这里的
0 1/

( )
0 0

z
A z

 
  
 

在 {0}C  内单值解析， 0z  是它的孤立奇点.但是方程有
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一个多值的基本解矩阵 

    W=
Ln 1

1 0

z 
 
 

 

其中第一个解是多值的，第二个解是单值的.这是因为 

Ln ln | | iarg i2 πz z z k                                    (3.6.13) 

是一个多值函数. 

以上两个例子表明，当方程组有孤立奇点时，确实出现了解为多值函数的情

况. 

 

2) 有孤立奇点时的解 

为了对有孤立奇点时方程的解的讨论提供一个思路，我们考察以下这个形式

简单的方程. 

A
w w

z
  ， ( )ijA a  n n 常数矩阵                         (3.6.14) 

这一方程组称为柯西方程组. 前面的例 1 和例 2 是柯西方程组的两个特例. 

1 11 12 13 1 1

2 21 22 23 2 2

3 31 32 33 3 3

1 2 3

( ) ( )

( ) ( )
1

( ) ( )

( ) ( )

n

n

n

n n n n nn n

w z a a a a w z

w z a a a a w z

w z a a a a w z
z

w z a a a a w z

    
    
    
     
    
    
        

                  (3.6.14) 

显然， 0z  是(3.6.14)的孤立奇点，方程右端的系数矩阵在 {0}K C  内单值解

析. 

为了求出(3.6.14)的解，我们做变换 

esz                                                     (3.6.15) 

函数就变为 ( ) ( )w z u s .
d d d 1 d

( ) ( ) ( )
d d d e ds

s
w z u s u s

z z s s
  .原方程就变为 

    u =Au                                                  (3.6.16) 

这个方程是常系数线性方程组，具有基本解矩阵  

0

e
!

k
As k

k

A
U s

k





   

这个解在整个复平面上单值解析. 

    原方程组(3.6.14)也就具有一个基本解矩阵 

    
Ln

0

( ) (Ln ) e (Ln )
!

k
A z k

k

A
W z U z z

k





    

它在 {0}K C  内是解析的，可是非单值. 
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   由定理 3，方程组(3.6.16)的一般解矩阵是
0

e
!

k
As k

k

A
u C s C

k





  ，此处 C 是任

一常数矩阵.因而，方程组(3.6.14)的一般解矩阵是 

    
Ln

0

( ) e (Ln )
!

k
A z k

k

A
w z C z C

k





   

    这个例子说明，通过变换(3.6.15)，可以把具有某孤立点的多连通域上的方

程组转化为单连通域上的方程组，从而可通过单值解获得多值解的表达式. 

如果方程组(3.6.11)最多有一个孤立奇点 0z C ，那么方程组在 0z 附近解的定

性结构由下述定理给出. 

定理 4 设 ( )A z 在区域 00 | |z z r   (r 是某一正数)内单值解析，则方程组

(3.6.11)必存在一基本解矩阵 ( )W z .它具有形式 

0( ) ( )( )BW z V z z z  ， 00 | |z z r                           (3.6.17) 

其中 ( )V z 在 00 | |z z r   内是单值解析的n n 矩阵函数，而 B 是n n 常数矩阵. 

    把区域 0< 0| |z z <r 简记为 0z

rK .把区域0 | |z r  简记为 0

rK .把区域 0

rK 从其中

心 0z  开始沿负实轴割开，于是得到一个单连通域，把它记作
rK .这个区域是由

圆域 | |z r 内部除了Re 0,Im 0z z  的所有点 z 构成的集合. 

 

3) 奇异点的分类，富克斯方程组 

(1) 有限奇异点 

    定义 2 设方程组(3.6.11)中的 ( )A z 是在区域 00 | |z z r   上单值解析的 n n

矩阵函数.若 ( )A z 在 0z 处解析，称 0z 为 ( )A z 的常点.若虽然 0z 是 ( )A z 的奇点但是

极限
0

lim ( )
z z

A z


存在，称 0z 为 ( )A z 的可去奇点.例如
0

sin
lim
z

z

z
存在，因而 0 0z  是

sin z

z
的可去奇点.常点和可去奇点通称为方程组(3.6.11)的正则点. 

    若 0z 是 ( )A z 一级极点，则称 0z 是方程组(3.6.11)的第一类(或弱)奇点. 

若 0z 既不是(3.6.11)的正则点，又不是它的第一类奇点，则称 0z 是方程组

(3.6.11)的第二类(或强)奇点.即，这类极点至少是二级以上的极点. 

对于第一类奇点，定理 4 的结论可以再加强一些.这就是下面的定理 6. 

定理 6 设方程组(3.6.11)中的 ( )A z 在区域 00 | |z z r   内单值解析，并且 0z
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是该方程组的第一类(或弱)奇点，则(3.6.11)的每个基本解矩阵 ( )W z 均有形式 

0( ) ( )( )BW z V z z z  ，                                  (3.6.20) 

其中 ( )V z 在 0| |z z r  内是单值解析的n n 矩阵函数，而 B 是n n 常数矩阵. 

定理 6 与定理 4 的区别就在于， (3.6.17)的条件 00 | |z z r   在(3.6.20)式放

宽为 0| |z z r  . 

 

(2) 无限奇异点 

考虑方程组(3.6.11)，如果 ( )A z 在区域 | |z r 上是单值解析的，则无穷远点

也成为(3.6.11)的一个孤立奇点 .为了对无穷远点进行分类，做变换
1

z
  ，

( ) ( )w z u  ，(3.6.11)变成 

2

1 1
( ) ( ) ( )u A u 

 
   ，

1
0 | |

r
                              (3.6.21) 

此时，依照 0  是(3.6.21)的正则点，或是第一类奇异点，或是第二类奇异

点，分别称 z 是(3.6.21) 的正则点，或是第一类奇异点，或是第二类奇异点. 

如将(3.6.21)的矩阵函数
1

( )A


展开成洛朗级数 

1
( ) k

k

k

A B 






  ，
1

0 | |
r

   

那么按上述定义，依照对所有的 1k  有 0kB  ，或对所有的 0k  有 0kB  但

1 0B  ，或不是对所有的 0k  有 0kB  ，无穷远点将分别是(3.6.11)式的正则点、

第一类奇点、第二类奇点. 

定理 7 设方程组(3.6.11)中的 ( )A z 在区域 | |z r 上单值解析，则 z 是该方

程组的第一类奇点的充要条件是，z 为 ( )A z 的一级零点或者 ( )A z 可展开成如

下形式的级数 

31 2

2 3
( ) ,| |

BB B
A z z r

z z z
     ，                           (3.6.22) 

且 1 0B  ；而 z 是该方程的正则点的充要条件是 ( )A z 的不低于二级的零点或
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( )A z 可展开成如下的级数形式 

32

2 3
( ) ,| |

BB
A z z r

z z
    ，                               (3.6.23) 

以上两式中的 ( 1, 2,3, )iB i  是常数矩阵. 

此外，方程组(3.6.11)的每个基本解矩阵 ( )W z 均具有形式 

( ) ,   
( )   | |

( ),           

BU z z z
W z z r

U z z

  
 

 

当 为第一类奇点
，

当 为正则点
 

其中 ( )U z 在 | |z r (包括 z  )上是单值解析的矩阵函数，而 B 是一常数矩阵. 

 

(C) 富克斯型方程组 

定义 3 如果方程组 

( )w A z w                                               (3.6.24) 

在复平面 C 上除了具有有限个第一类奇点(允许有点)外，其余都是它的正则点，

则称方程组(3.6.24)为富克斯型方程组. 

定理 8 方程组(3.6.24)为富克斯型的充要条件是 ( )A z 具有形式 

1

1
( )

k

j

j j

A z R
z z




                                         (3.6.25) 

其中 1 2, , , kz z z 是 k 个互异的第一类奇点，而
jR 是非零的常数矩阵. 

由此定理，若方程组(3.6.24)为富克斯型的即 ( )A z 具有形式(3.6.25)，则由取

( )zA z 在 z 的极限可以看出，当
1

0
k

j

j

R


 (或者0)时无穷远点是方程组(3.6.24)

的正则点(或者第一类奇点). 

对于富克斯型方程，可以用以下寻找幂级数解的方法来求方程的解. 

 

3. 幂级数解 

考虑如下方程组 

( )w A z w                                                (3.6.26) 

其中 ( )A z 是在 00 | |z z r   上单值解析的n n 矩阵函数，而 0z 是方程组的第一类

奇点.即，方程(3.6.26)是富克斯型方程中只有一个奇点的情况. 

    ( )A z =
0

1

z z 0

k

k

A




 ( 0z z )k
, 00 | |z z r   .                   (3.6.27a) 
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为简单起见，假定 0 0z  .此时 ( )A z 可写成 

    
0

1
( ) k

k

k

A z A z
z





  ，0 | |z r                                 (3.6.27b) 

其中 ( 0,1, 2, )kA i  是n n 常数矩阵，且 0 0A  . 

为了求出(3.6.26)在 0z  附近的解析解 ( )w z ，我们令 

0

( ) k

k

k

w z w z




                                            (3.6.28) 

其中 kw 是n n 常数矩阵.把(3.6.28)代入(3.6.26)，得 

1

1 0 0

k i j

k i j

k i j

z kw z A z w z
  



  

    

比较两边 kz 的系数，得 

    kkw =
0

k

k i

i

A 



 iw ， ( 0,1,2, )k                               (3.6.29) 

把右边的 0 kA w 项移到左边，得 

    

0 0

0 1 1 0

0 0 1 1 1 1

0

( )

( ) k k k k

A w

I A w A w

kI A w A w A w A w 

 


 


     



                      (3.6.30) 

其中 I 是单位矩阵. 

我们将(3.6.28)的系数序列记为
0( )kw ，称满足(3.6.29)或(3.6.30)的任一序列

0( )kw 为(3.6.26)的一个形式解. 

定理 9(解的幂级数展开定理) 对方程组(3.6.26)，我们设 

(i) 关于矩阵 ( )A z 的级数(3.6.27)在0 | |z r  上收敛； 

    (ii) 
0( )kw 为(3.6.26)的一个形式解； 

则由
0( )kw 产生的幂级数(3.6.28)必在 | |z r 上收敛，从而在其上确定了(3.6.26)的

一个单值解析解. 

此定理有以下三个重要推论. 
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推论 1 若级数(3.6.27)在0 | |z r  上收敛， 0  是矩阵 0A 的特征根，并对所

有的自然数 k，矩阵 0kI A 都是非奇异的，则对 0A 的对应于 0  的特征向量

0 0w  ，(3.6.26)在 | |z r 上都相应存在着一个形如(3.6.28)的单值解析解，其中的

系数 ( 1)kw k  由(3.6.29)所决定. 

这一段话的意思其实就是： 0 0w  是指(3.6.30)第一式有非零解(与后面各式

比较，有 0  ).解出 0w 之后，再逐步解出其余各 kw ，条件是(3.6.30)各式左边的

0kI A 都是非奇异的. 

推论 2 在推论 1 的条件下，若 0A 对应于 0  有 p 个线性无关的特征向量，

则(3.6.26)在 | |z r 上就存在着 p 个线性无关的形如(3.6.28)的单值解析解. 

    这个推论的意思是，如果(3.6.30)第一式有 p 个线性无关的非零解，那么从

每一个解(例如第 m 个解
,0mw )开始，都可以由(3.6.30)的各式求得各

,m kw ，构成一

个解组，记为 

    ,

0

( ) k

m m k

k

w z w z




 ，(m=1,2, , p) 

这 m 个解是线性无关的 .因为否则，令其中的 0z  ，那么 mw (0)=
,0mw ，

( 1,2, , )m p .若 p 个 (0)mw 线性相关，就导致 p 个特征向量
,0mw ( 1,2, , )m p 线

性相关，这就与前提矛盾. 

推论 3 若级数(3.6.27)在0 | |z r  上收敛，(可以是任意复数)是 0A 的特征

根，但所有的 k  (k 是自然数)都不是 0A 的特征根，则对 0A 的对应于的特征向

量 0w ，(3.6.26)在 | |z r 上都存在一个形如 

0

( ) k

k

k

w z z w z




                                          (3.6.31) 

的解析解，代入(3.6.26) 
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1

1 0 0

1

1 0 0

( )

( )

k i j

k i j

k i j

k i j

k i j

k i j

z k w z A z w z

z k w z A z w z

 



  
  

  

  


  

 

 

  

  
 

可知，其中的系数 ( 1)kw k  由方程组 

    ( 0( )k I A   ) kw =
1

0

k

k i

i

A






 iw ， ( 0,1,2, )k                   (3.6.32) 

    

0 0

0 1 1 0

0 0 1 1 1 1

( ) 0

(( 1) )

(( ) ) k k k k

I A w

I A w A w

k I A w A w A w A w





  

 


  


      



                 (3.6.32a) 

所决定. 

    若 0A 有对应于 的 p 个线性无关的特征向量，则(3.6.26)在 | |z r 上就存在

着 p 个线性无关的形如(3.6.31)的解析解. 

推论 1 和 2 都是针对 0A 的特征值 0  的情况.推论 3 则是针对 0A 的特征值

0  的情况.推论 3 的来源是：做变换w z u ，那么 u 所满足的方程就与 w 所

满足的方程(3.6.26)一样且具有同样的特性，对于 u 的解适用定理 9 及其前两个

推论.当然前提是为 0A 的特征值.当 0  时，自动回到推论 1 和 2 的情况. 

 

但是，现在讨论的方程(3.6.24)是有孤立的奇点的。而前面已经说了，孤立

奇点会导致多值解。在式(3.6.27)中，把 z 乘到了左边。这就把奇点躲开了，多

值解就不会出现了。我们要把多值解也要找出来。这就需要讨论如下的一般解。 

 

    4. 一般解 

以上给出的是方程组(3.6.26)在(3.6.27)条件下的幂级数形式的解(3.6.28).相

当于只找了微分方程的一个特解.根据前面的讨论知，由于系数矩阵的(3.6.27)的

形式，作形如(3.6.15)那样的变换可得到多值解.这样的解称为一般解.我们此处也

来做这一变换 

esz  ， ( ) ( )w z u s                                       (3.6.33) 

则(3.6.26)变为 

0

( ) e (e ) es s ks

k

k

u s A u A u




                                    (3.6.34) 

对于一般解，也有一个一般解的级数展开定理.我们就不在此叙述这个定理了.只
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介绍如何构造这个解. 

    构造(3.6.34)的解的过程可以像(3.6.28)往后那样的方式进行.不过我们从最一

般的情况(3.6.31)开始进行操作.设(3.6.34)具有如下形式的解： 

0

( ) e ( )es ks

k

k

u s u s




                                          (3.6.35) 

代入(3.6.34)式 

0 0 0

e [ ( ) ]e e e ( )es ks ks s ls

k k k l

k k l

u k u A u s 
  

  

                        (3.6.36) 

( )

0 0 0 0 0 0 0

[ ( ) ]e ( )e ( )e ( )e
m k

ks k l s ms ks

k k k l m l l m i i

k k l m l k i

u k u A u s A u s A u s
    



 

      

           

比较两边eks 的系数，得， 

0

( ) ( )
k

k k k i i

i

u k u A u s 



     

把 0A 项移到左边.得到如下的方程组. 

0 0 0( ) 0u I A u     

1 0 1 1 0(( 1) )u I A u Au      

 

0 0 1 1 1 1(( ) )k k k k ku k I A u A u A u Au  
         

                                                   (3.6.37) 

先看其中的第一式.一旦取为 0A 的一个特征值，得到相应的特征向量之后，就可

解出 0 ( )u s 是关于 s 的一个向量多项式.(这是因为 0y A y  的解是
0e ( )sy u s ，其

中 0 ( )u s 是关于 s 的向量多项式.有关的理论就不在此处介绍了.)然后，由此 0 ( )u s ，

从(3.6.37)的第二式开始往下，可逐步解出 1 2( ), ( ),u s u s .它们都是关于 s 的向量

多项式. 

    现在设 0A 有 l 个互异的特征值 1 2, , , l   .对应于每个
j 有

jm 个线性无关的

解.显然应该有 1 2 lm m m n    .对于第 j 个特征值
j 的第 i ( 1,2, , )ji m 个特

征向量，可以从 (3.6.37) 第一式解出 ( )

0 ( )iju s ，再从以后各式依次解出

( )( ),( 1,2, )ij

ku s k  .这样，就解出 n 组 ( ) ( )

0{ ( )) ,( 1,2, )ij ij

ku s k  .代入(3.6.35)后，得到
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(3.6.34)的解 

    ( ) ( )iju s = e j s ( )

0

ij

k

k

u




 ( )s eks , ( 1,2, , ;li m 1,2, , )j l           (3.6.38) 

共有 n 个解，它们都是单值解析解.可以证明，这 n 个解是线性无关的，因此构

成了(3.6.34)的一个基本解组. 

    然后，将(3.6.33)代回，得到如下的基本解组. 

( ) ( )ijw z = jz
 ( )

0

ij

k

k

u




 (Ln )z
kz , ( 1,2, , ;li m 1,2, , )j l          (3.6.39) 

如果按Lnz的幂次整理之，则得 

( ) ( ) ( ) ( )

,0 ,1 ,

( ) ( )

0

( ) ( ) ( )

,0 ,1 ,

0

( ) ( )

,0 ,1

0 0

(Ln ) (Ln ) (Ln ) (Ln )

( ) (Ln )

[ (Ln ) (Ln ) (Ln ) ]

[(Ln ) (Ln ) (Ln )

j

j

j

ij ij ij ij q

k k k k q

ij ij k

k

k

ij ij ij q k

k k k q

k

ij k ij k q

k k k

k k

u z u z u z u z

w z z u z z

z u z u z u z z

z z u z z u z z u















 

 

   



   

   





  ( )

,

0

]ij k

q

k

z






         (3.6.39a) 

( ) ( )ijw z = jz


{ ( )

0 ( )ijh z + (Ln )z ( )

1 ( )ijh z   (Ln )qz ( ) ( )ij

qh z }         (3.6.40) 

( 1,2, , ; 1,2, , )li m j l   

其中诸 ( )( )ij

kh z 是在 | |z r 上单值解析的向量函数.至于(3.6.40)中到底出现多少带

对数因子的项，要根据 0A 的约当标准型来决定，应该有q n . 

   

    5. 只有两个方程的情况 

    作为例子，我们考虑 2n  情况下的方程组 

    ( )w A z w                                                (3.6.41) 

其中 ( )A z 是 2 2 矩阵函数，它在0 | |z r  上是单值解析的，而 0z  是第一类奇

点.此时 

0

1
( ) k

k

k

A z A z
z





  ，0 | |z r                                  (3.6.42) 

设 0A 的两个特征根为 , ，并假定Re Re  . 

    根据定理 9 推论 3，此方程组对应于有形如 

    1( )w z = z
( )h z                                            (3.6.43) 
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的一个解，其中 ( )h z 是在 | |z r 上单值解析的 2 维向量函数.而另一个与 1w 线性无

关的解可表成 

    2 ( )w z = z
[ 1( )h z + 2 ( )h z Lnz ]                               (3.6.44a) 

其中 1 2( ), ( )h z h z 是在 | |z r 上单值解析 2 维向量函数.因 0A 只有两个特征值，解中

最多只出现Lnz的一次项.若不出现次对数项，解就是 

2 1( ) ( )w z z h z                                           (3.6.44b) 

因此，现在方程组的两个线性无关的解中，一个是(3.6.43)，另一个或者是(3.6.44a)

或者是(3.6.44b). 

我们再详细一些叙述如下. 

首先记住，由于 2n  ，方程组一定有两个线性无关的解. 

对于 0A 的第一个特征值，设第一个解 1w 的形式为(3.6.31).那么，通过方程

组(3.6.32)的步骤，求出一组系数 , 0( )kw

 .这样就得到第一个解(3.6.43).对于 0A 的

第二个特征值，按照以下情况分别考虑. 

(1)    

此时又分以下两种情况. 

(i) 若  不是整数. 

设第二个解 2w 的形式为(3.6.31).那么，通过方程组(3.6.32)的步骤，求出一组

系数 , 0( )kw


.这样就得到第二个解(3.6.44b). 

(ii) 若 m   是整数. 

这时，如果还是设 2w 是(3.6.31)的形式，按照方程组(3.6.32)计算系数时，到

k m 时，将会算不出结果.因此，第二个解就不能设为(3.6.31)的形式.此时，第

二个解应该按照一般解的步骤，即(3.6.33)-(3.6.37)的步骤来求解.这时，第二个解

2w 中，有可能出现对数项，即(3.6.44a)的形式. 

(2)    

此时，虽然 0A 只有一个特征值，又可分以下两种情况. 

(i) 0A 的这个特征值有两个线性无关的特征向量 0w . 

此时，两个解都可设为(3.6.31)的形式，分别从两个不同的 0w 出发，通过方
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程组(3.6.32)的步骤，求出两组组系数 , 0( )kw

 .这样就得到的两个线性无关解就是

(3.6.43)和(3.6.44b). 

(ii) 0A 的这个特征值只有一个特征向量. 

这时，不可能通过(3.6.31)和(3.6.32)求的第二个线性无关的解.第二个解应该

按照一般解的步骤，即(3.6.33)-(3.6.37)的步骤来求解.这时，第二个解中，有可能

出现对数项，即(3.6.44a)的形式. 

把上面的叙述总结如下. 

若  不是整数或者  但 0A 对应有两个线性无关的特征向量，则 2w 中

不出现含有对数的项，即 2 ( ) 0h z  . 

若  是整数或者  但 0A 仅对应有一个特征向量，则 2w 中可能会出现

含有对数的项，即有可能 2 ( ) 0h z  . 

    我们最后复述从(3.6.37)式可直观看出的两种最简单的情况.若(3.6.42)的级数

中，只有 A0 这一项，那么，从(3.6.37)式可看出，除 u0 之外的所有的 uk 都为零。

此时解式(3.6.39)只有首项而无级数形式.若(3.6.42)的级数中，无 A0 但有其它项

Ai，i0 存在，则解式(3.6.39)是个级数，只不过其中 0  . 

 

 

3.6.2 二阶常微分方程 

 

现在我们应用前面讲的线性方程组的理论来具体讨论二阶线性方程.方程的

形式是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0w z a z w z b z w z                                 (3.6.45) 

其中 ( )a z ， ( )b z 是在区域 00 | |z z r   内的单值解析函数. 

 

1. 二阶常微分方程解的结构 

    在 3.1节中我们介绍了实函数时二阶齐次微分方程解的存在和唯一性定理和

解的结构.在该节中从开头一直到(3.1.14)式的概念、定理和公式等的所有内容对

于复变函数的情况仍然适用，例如用逐次逼近法证明解的存在性，线性无关的基

本解组，通解，朗斯基行列式及其性质等等，只要把实函数 ( )y x 换成复变函数

( )w z 即可.只是对于两个刘维尔公式要稍作修改.一是方程的系数和朗斯基行列

式的关系的(3.1.11)式，另一个是从一个特解求出另一个特解的(3.1.14)式.因为那

两个公式中都有积分.对于实函数，积分路径是明确的.对于复变函数，积分的路

径是什么呢？积分路径可以是不经过被积函数的奇点的任意路径. 

    我们把这两个公式重写如下.如果 1( )w z 和 2 ( )w z 是方程(3.6.45)的两个线性无
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关的解，则定义朗斯基行列式如下. 

1 2 2 1( )z w w w w                                             (3.6.46) 

它与方程(3.6.45) 中的系数 ( )a z 的关系是： 

0
0( ) ( ) exp[ ( )d ]

z

z
z z a                                      (3.6.47) 

从一个特解求出另一个特解的刘维尔公式是： 

    2w = 1w d 2

1

c

w
exp  [ ( )a  d ]+ 1 1c w                        (3.6.48) 

以上两式中的积分路径都不经过被积函数的奇点. 

能够单纯利用刘维尔公式从一个特解求出另一个特解的情况不多.因此，有

必要从其它途径来寻求基本解组. 

 

2. 奇点的分类 

定义 4 若 0z 是 ( )a z 和 ( )b z 的常点或者可去奇点，则称 0z 为方程(3.6.45)的正

则点. 

若 0z 非(3.6.45)的正则点，但是 ( )a z 的不高于一级的极点，是 ( )b z 的不高于

二级的极点，则称 0z 是方程(3.6.45)的第一类奇点. 

若 0z 既不是(3.6.45)的正则点，又不是它的第一类奇点，则称 0z 是方程(3.6.45)

的第二类奇点. 

为何前面的第一类奇点只提到了一级极点，而此处的第一类奇点则涉及到

( )b z 的二级极点？原因是，前面讲的是一阶微分方程组的极点，而此处讲的是二

阶微分方程的极点.这两者其实是一致的。这只要将此处的二阶微分方程化为一

阶微分方程组就能看出来. 

若 ( )a z 有一级的极点，而 ( )b z 有二级的极点，那么我们可将它们写成 

0

( )
( )

c z
a z

z z



，

2

0

( )
( )

( )

d z
b z

z z



， 00 | |z z r                  (3.6.52) 

即写成 

2

0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0

( )

c z d z
w z w z w z

z z z z
   

 
 

其中 ( )c z ， ( )d z 是在区域 0| |z z r  内的解析函数. 做变换 

1u w , 2u = 0( )z z w  



 61 

那么 

2 0

0 2

0 0

2 1

0 0 0

( )

( ) ( )
( )[ ( ) ( )]

( )

( ) 1 ( ) ( )
[1 ( )]

u w z z w

c z d z
w z z w z w z

z z z z

d z c z d z
c z w w u u

z z z z z z

    

     
 


    

  

 

构造如下列矢量 

1

02
( )

wu
u

z z wu

  
        

 

这个列矢量的导数是 

1 2 1

2 1 2 20 0

0 11 1

( ) [1 ( )] ( ) 1 ( )

u u u
u Au

u d z u c z u ud z c zz z z z

      
                       

 

原方程(3.6.45)化为如下的一阶方程组. 

u Au  ，
1

02
( )

wu
u

z z wu

  
        

                          (3.6.53) 

其中 

0

0 11

( ) 1 ( )
A

d z c zz z

 
  

   
                              (3.6.54) 

可见点 0z z 是(3.6.53)的第一类奇点. 

2

0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( )

c z d z
w z a z w z b z w z w z w z w z

z z z z
        

 
 

对于无限远点，也参照前面的办法来考虑.仍然考虑方程(3.6.45)，并设其中

( )a z ， ( )b z 是在区域 | |z R 内的单值解析函数.此时，称无限远点是方程的一个

孤立奇点.为了对这个奇点分类，作变换 

1

z
  ， ( ) ( )w z u   

那么 

2

2

d 1

dz z


     

对函数的求导： 

2

2 2 2 2 3 4

d
( ) ( ) ( )

d

d d
( ) [ ( )] [2 ( ) ( )] 2 ( ) ( )

d d

w z u u
z

w z u u u u u
z


  


          



    

          

 

代入原方程 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )w z a z w z b z w z    

3 4 22 ( ) ( ) (1/ ) ( ) (1/ ) ( )u u a u u u               

4 3 2( ) [2 (1/ ) ] ( ) (1/ ) ( ) 0u a u b u              

方程(3.6.45)就化为同一类型的以下方程 

* *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0u a u b u                                     (3.6.49) 

其中 

*

2

2 1 1
( ) ( )a a

  
  ， *

4

1 1
( ) ( )b b

 
                        (3.6.50) 

是
1

0 | |
R

  上的单值解析函数. 

于是，按照 0  是方程(3.6.49)的正则点，或是第一类奇点，或是第二类奇

点，而分别称无限远点是方程(3.6.45)的正则点，或是第一类奇点，或是第二类

奇点. 

根据此定义，得到下面的定理. 

定理 10 无限远点最多是方程(3.6.45)的第一类奇点(即或为正则点，或为第

一类奇点)的充要条件是： ( )a z 以 z 为其不低于一级的零点，而 ( )b z 以 z 为

其不低于二级的零点，即在 z 附近有展开式 

31 2

2 3
( )

aa a
a z

z z z
    ，                                 (3.6.51a) 

32

2 3
( )

bb
b z

z z
   ，                                     (3.6.51b) 

特别是 z 为 (3.6.45)的正则点的充要条件是：在 z 附近有展开式

(3.6.51)，其中 1 2 32, 0a b b   . 

* 31 2

2 2 2 3

2 3 21
1 2 3 2 3 42

2 1 1 2 1
( ) ( ) ( )

2 1 2
( ) )

aa a
a a

z z z

a
a a a a a a


    

    
   

      

         

 

* 3 52 4

4 4 2 3 4 5

2 3 4 5 232
2 3 4 5 4 54 2

1 1 1
( ) ( ) ( )

1
( )

b bb b
b b

z z z z

bb
b b b b b b


  

     
  

     

         

 

    例 3 二阶方程 

    (z + 2)
2z ( )w z + ( 2)z  ( )w z 4 ( )zw z =0 
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由于 

    
2

1
( )a z

z
 ，

4
( )

( 2)
b z

z z





 

所以 0z  是第二类奇点， 2z   ， z 是第一类奇点.复 z 平面上所有其余的点

都是正则点. 

    例 4 二阶方程 

    (sinz) ( )w z ( )zw z + (e 1)z  ( )w z =0 

由于 

    ( )
sin

z
a z

z
  ，

e 1
( )

sin

z

b z
z


  

0z  是正则点，诸点 πz k ( 1, 2, )k    都是第一类奇点，因为这些点都是sin z

的单零点.由此可见， z 是一系列奇点的极限点，因此它不是孤立的，从而不

属于任何一类. 

 

3. 解的级数展开 

(1) 考虑方程(3.6.45)中， ( )a z ， ( )b z 是在区域 0| |z z r  内的单值解析函数，

0z z 点是方程的正则点.此时，因无奇点，将解的幂级数形式  

0

0

( ) ( )m

m

m

w z c z z




   

直接代入原方程 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0w z a z w z b z w z    .比较同次幂的系数，自然就可得

到两个线性无关的特解. 

 

(2) 考虑方程(3.6.45)中， ( )a z ， ( )b z 是在区域 00 | |z z r   内的单值解析函

数， 0z z 点是第一类奇点.此时由于(3.6.52)式，将原二阶微分方程写成(3.6.53)

的形式。把 A 展开成罗朗级数之后，(3.6.53)成为 

0

00

1
( )m

m

m

u A z z u
z z





  


  

其中，各 mA 都是2 2 常数矩阵， 

    

0

0 11 d

( ) 1 ( )! d

m

m m

z z

A
d z c zm z



 
  

  
 

特别 
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0

0 0

0 1

1
A

b a

 
  

  
                                (3.6.55) 

这里 0 0 0 0( ), ( )a c z b d z  .计算这两个数值的一种简单的办法是 

    
0 0

2

0 0 0 0 0( ) lim( ) ( ), lim( ) ( )
 

    
z z z z

a c z z z a z b z z b z  

于是 0A 的特征方程 0det( ) 0A I  就是 

0 0( 1) 0a b                                       (3.6.56) 

这个方程称为(3.6.53)关于奇点 0z 的判定方程 .此判定方程的根的特征决定着

(3.6.53)进而(3.6.45)的解的结构.因此，我们称，(3.6.56)的根为方程(3.6.45)的对应

于 0z 的指数. 

    今设方程(3.6.55)的两个根为 , ，且Re Re  .根据前面的讨论知，方程

(3.6.45)必存在形如 

1 0 0( ) ( ) ( )  u z z z h z z                                (3.6.57a) 

2 0 1 0 2 0 0( ) ( ) [ ( ) ( )Ln( )]     u z z z h z z h z z z z                (3.6.57b) 

的基本解组.其中 0( )h z z ， 1 0 2 0( ), ( ) h z z h z z 都是在 0| |z z r  上的单值解析函

数.为了具体求出这三个函数，可借助于递推公式(3.6.37)来计算.但有时不用此公

式而是直接通过比较系数来计算更为方便. 

最简单也是最为常见的情况是，矩阵 A 只有 A0 项.这时方程的解就不是级数

形式.先由(3.6.56)式算出 A0 的两个特征值 , ，且Re Re  .特征值和对应

的特征向量分别记为 c1和 c2.第一个特解就是 

1 0( ) ( ) u z z z                                        (3.6.58a) 

即(3.6.57a)式中的 h(z)=1. c1c2 第二个特解就是 

2 0 0( ) ( ) ln( )  u z z z z z                                 (3.6.58b) 

即(3.6.57b)式中的 1 20, 1h h  .  

原则上，写出第一个特解之后，第二个特解就可以立即由刘维尔公式求出来. 

 

6. 二阶常微分方程的多项式解集 

表 3.2 中的多项式解的级数表达式，在其中的实变量 x 换成复变量 z 之后，

都是相应的二阶常微分方程的多项式解.表 3.2 至 3.6 中的实变量 x 换成复变量 z

之后，仍然适用. 
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    举例来说，对于 3.4.3 小节中介绍的切比雪夫方程及其解切比雪夫函数，只

要在式(3.4.49)至(3.4.79)中做如下改动：将实变函数 ( )y x 改为复变函数 ( )w z ，将

(3.4.49)式中 ( 1 1)x   的限制勾销并去掉(3.4.57)式，将实数的改成复数的，将

(3.4.52)式的 2n  改成 2  ，现在的是任意复数，去掉所有的边界条件，那

么所有余下的公式在复变函数的范围内都是适用的 .读者可以按此改动将式

(3.4.49)至(3.4.79)写成相应的复变函数的形式. 

我们介绍常微分方程的复变函数的理论时，不涉及到边界条件，因此也就不

涉及特征值问题.我们只是讨论如何求出两个线性无关的特解. 

本章前四节讨论的都是自变量为实数的情况.对于表 3.1 中的各种情况，容易

看出，判定方程的根都是重合的.因而，在 x=0 附近，除了多项式这个特解，另

一个特解一定有 lnx 这个因子.这就是为什么在求解区间上有界这个条件下，解函

数只出现多项式特解，另外一个特解不出现.从而特征值也就确定了，如表 3.1

中列出的数值. 

 

 

 

§3.7 非自伴的二阶常微分方程 

 

 

3.7.1 常微分方程的伴随方程 

 

 

    上一节的内容介绍的是自变量都是复数，函数也自然是复数.本节考虑自变

量是实数但函数可以是复数的情况. 

在一个方程中，将算子代之以伴随算符，就得到这个方程的伴随方程.对于

线性代数方程组，取系数矩阵的厄米共轭就得到伴随方程，已如第二章 2.2.3 小

节所述. 

常微分方程和边界条件构成边值问题.相应地，伴随方程和伴随边界条件构

成伴随边值问题.为了写出伴随边值问题，除了将边值问题中的微分算子代之以

其伴随算子，还要利用(2.2.11)式的结果为零写出伴随方程相应的边界条件. 

显然，在一个微分方程 

    ( )Lu x ( )u x =0                                         (3.7.1) 

中，用形式伴随算子 †L 代入，就得到 

    
† ( )L v x ( )v x  =0                                        (3.7.2) 

注意，伴随方程(3.7.2)的解 v 与原方程(3.7.1)的解 u 是不同的.也可以把 v 写成 †u ，

以表明这是伴随方程的解，可以称为 u 的伴随函数.注意，当我们说到微分方程

的时候，一定含有边界条件，因为微分方程的解是针对一定边界条件求出的.伴
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随方程的边界条件由下式得到， 

†( , ) ( , ) [ ( , )] 0b

av Lu L v u J u v                              (3.7.3) 

如果一个边值问题与其伴随边值问题的解完全相同，就称这个边值问题是自

伴的.自伴边值问题要满足如下两个条件：微分算子是形式自伴的，伴随方程的

边界条件与原方程的边界条件完全相同.满足这两个条件之后，伴随边值问题与

原边值问题实际上就是完全相同，也就具有相同的解.这两个条件中有一个不满

足，方程就不是自伴的.本章的前四节考虑的都是自伴边值问题. 

若微分方程的边值问题是自伴的，我们就称这个边值问题中的微分算子是自

伴的.此处微分算子的自伴的条件比表 2.1 中要多一条：伴随边界条件与原边界条

件相同.这一条满足之后，(3.7.3)式就自然满足. 

 

 

3.7.2 斯图姆-刘维尔算子 

 

 

我们考虑二阶常微分方程的斯图姆-刘维尔算子 

2

2

d d 1 d d
( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

d d ( ) d d
L A x B x C x p x q x

x x x x x
               (3.7.4) 

其中的各函数可以是复数，边界条件中的系数也可以是复数.我们来考虑其伴随

算子. 

定理 1 若二阶微分算子是斯图姆-刘维尔型(3.7.4)的，那么它的复共轭就是

它的形式伴随算子， 

2
* * * *

* 2

1 d d
( )

d d
L p p q L

x x

                             (3.7.5) 

但是权函数(x)不变.此时，特征方程 

( ) ( ) ( )n n nL x u x u x                                    (3.7.6) 

与其伴随特征方程 

    
† ( )L x ( )nv x = n ( )nv x                                     (3.7.7) 

的关系是，特征值互为复共轭， 

*

n n                                                (3.7.8) 

相应的特征函数互为复共轭， 

    ( )nv x = *( )nu x                                           (3.7.9) 

证明 首先我们来证明(3.7.3)式左边两个内积的权函数相同. 
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*

2
*

2

2
*

2

2
* * * *

* 2

1 d d
( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )d

( ) d d

d d
[ ] d

d d

d d
[( ) ] d [ ( , )]

d d

1 d d
[ ( ) ] d [ ( , )] ( , ) [ ( , )]

d d

b

a

b

a

b
b

a
a

b
b b

a a
a

v Lu x v x p x q x u x x
x x x

v p p q u x
x x

p p q v u x J u v
x x

p p q v u x J u v L v u J u v
x x









  

   

    

      









(3.7.10) 

可见，从 ( , )v Lu 转成 †( , )L v u 的过程中，权函数没有变化.并且得到了(3.7.5)式.如

果我们将特征值方程(3.7.6)的两边取复共轭 

    
*( )L x *( )nu x = *

n
*( )nu x                                   (3.7.11) 

与伴随方程(3.7.7)比较，就得到(3.7.8)和(3.7.9)式.证明完毕. 

特征方程与伴随方程的特征值互为复共轭这一点，已经在第二章 2.2 节中定

理 8 给予一般的证明.本定理指出，对于斯图姆刘维尔算子的情况，特征函数也

是互为复共轭的. 

对于(3.7.7)的解所满足的边界条件，需要通过(3.7.6)的边界条件和(3.7.3)式右

边为零来获得.此处我们来看一个简单的又是常见的类型. 

定理 2 若算子(3.7.4)中的 

( ) 1p x  ，                                           (3.7.12) 

且(3.7.6)的解满足非混合的齐次边界条件： 

1 2

1 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

u a u a

u b u b

 

 

 


 
                                    (3.7.13) 

那么，伴随方程(3.7.7)满足如下齐次边界条件 

* *

1 2

* *

1 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

v a v a

v b v b

 

 

  


 
                                  (3.7.14) 

即，只要将(3.7.13)中的系数取复共轭. 

证明 利用(2.2.25)式， 

* * * *

* * * *

2 1 1 2

* * * *

1 2 1 1 2 2

[ ( , )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( ) / [ ( ) ( )] ( ) / 0

b

aJ u v u b v b u b v b u a v a u a v a

u b v b u b v b u a v a u a v a

v b v b u b v a v a u a

   

     

     

     

     

 

其中已将边界条件(3.7.13)代入. 由此，立即得到式(3.7.14).证明完毕. 

此时，如果这些系数都是实数，并且二阶微分算子(3.7.4)中的权函数和函

数 q 都是实数，那么算子就是自伴的.第 2 章习题 22 给出了一个更一般的情况. 

    例 1 有如下边值问题 

( ) ( ) 0,0 1, (0) (0) 0, (1) (1) 0u x u x x u u u u                 (3.7.15) 
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其中系数和是复数，求其特征值和特征函数.写出这个方程的伴随方程. 

解答 为方便起见，将参数写成 2  .方程的解显然是 

( ) sin cosu x A x B x    

由边界条件来定两个系数. 

( ) cos sinu x A x B x       

0

cos sin sin cos 0

A B

A B A B

 

       

 

   
 

利用第一式，第二式成为 

( )sin 0

( / )sin ( / )sin 0

B A

A B

  

      

  

   
 

我们只考虑其中一个特别简单的情形，即 0   ，那么特征值满足下式， 

2( / )sin 0      

若， sin 0n  ，那么，特征值是 

π, 1,2,3,n n n                                       (3.7.16a) 

相应的规一化特征函数是 

    ( )nu x =
2 2 2

2

πn 
( sin n x  + πcos nn x )                 (3.7.16b) 

若 2 / 0    ，那么，特征值只有一个 

    i                                                 (3.7.17a) 

相应的规一化的特征函数用作为下标来表示， 

2

2
( ) e

e 1

xu x 

 





                                    (3.7.17b) 

本征谱是(3.7.16b)这一系列函数加上(3.7.17b)这一个函数.这最后一个函数看上去

很奇怪，好像是凭白多出一个函数.这个函数是有物理意义的.由于区间端点处的

函数值不为零，这是一个从端点开始指数上升或者下降的函数，是与区域边界紧

密联系的，反映区域边界特性的一个函数. 

    现在写出(3.7.15)的伴随边值问题.此例中微分算子和边界条件符合定理 2 的

条件.容易得到伴随边值问题如下. 

* *( ) ( ) 0,0 1, (0) (0) 0, (1) (1) 0v x v x x v v v v                 (3.7.18) 

伴随边值问题的特征值和特征函数分别是(3.7.16)-(3.7.17)的复共轭.可以验证此
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例中以下的双正交性 

1
*

0
( , ) ( ) ( )dn m n m nmv u v x u x x                             (3.7.19) 

此例中，容易验证， 

1
*

0
( , ) ( ) ( )d 0,n m n mu u u x u x x n m                        (3.7.20) 

由于特征函数u 与 nu 是属于不同特征值的，所以它们之间也是具有双正交性关

系： 

( , ) ( , ) 0n nv u v u                                   (3.7.21) 

 

 

3.7.3 非自伴二阶常微分方程的完备集 

 

从例 1 看到，非自伴方程也是可以有特征值和特征函数系的.这样的特征函

数系是否可以构成完备集呢？一般情况下，没有这样的结论.但是对于一些特殊

情况，是可以证明这一结论的.我们有以下定理. 

定理 3 设有如下边值问题 

1 1 0 0

1 1 0 0

( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

L x u x u x a x b

a u a b u b a u a b u b

c u a d u b c u a d u b

   

    

    

                        (3.7.22) 

其中微分算子 L(x)是非自伴的斯图姆-刘维尔算子(3.7.4)，函数 ( ), ( ), ( )A x B x C x 是

分段连续的，边界中的各系数是复数.如果 L(x)的伴随算子存在，L(x)的每一个本

征值的简并度为 1，即一个本征值只对应一个本征函数，并且满足以下三个条件

之一， 

1 1 1 1 0a d b c                                              (3.7.23) 

1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 00,| | | | 0, 2( ) ( ) 0a d b c a b a c b d b c a d               (3.7.24) 

    1 1a b = 1 1c d =0, 0 0 0 0a d b c  0                           (3.7.25) 

那么，L(x)的本征函数集是复平方可积函数空间上的完备集，任意属于 2[ , ]L a b 的

函数 f(x)可以做如下展开： 

1

( ) ( , ) ( )n n

n

f x v f u x




  

其中，vn(x)是伴随方程的特征函数，伴随算子 ( )L x 的特征值n 与 L(x)的特征值

n 意义对应且互为复共轭： 

*

n n   
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    需要说明的是，定理 3 中给出的条件是充分的而非必要的.其中的边界条件

是齐次边界条件. 

例 1 中的边界条件是符合(3.7.24)的，因此，其本征函数集构成完备集.函数

f(x)依此完备集的展开是 

1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )n n

n

f x v f u x v f u x 





   

其中各本征函数已经在例 1 中求出. 

    非自伴的二阶常微分方程的实际例子是，在求解电磁场中的问题时，自变量

是空间坐标，而物质的介电系数和磁导率有可能是复数，并且是分段连续的.当

二阶微分算符中出现复系数，算符就不是自伴的. 

 

 

§3.8 非齐次方程有解的条件 

 

 

本节只考虑自变量为实数的情况.以上只叙述了齐次二阶微分方程的求解.对

于非齐次微分方程，我们设 L 是个一般的二阶微分算符(不要求是自伴的)，将其

一般的边值问题简写成如下形式. 

( ) ( ),

( )

Ly x f x a x b

B y 

  



                               (3.8.1) 

其中边界条件 ( )B y  是指如下两式的简写： 

1,1 1,2 1,1 1,2 1

2,1 2,2 2,1 2,2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y a y a y b y b

y a y a y b y b

    

    

    


    
              (3.8.2) 

可见(3.2.18)式.这是非齐次边界条件.若是齐次边界条件就写成 ( ) 0B y  .在前面

的边值问题中，有一个参量，在(3.8.1)中我们认为已经把它归并到算子 L 中了.

注意(3.8.1)是个非齐次方程. 

我们(3.8.1)分写成以下两个边值问题. 

( ) 0,

( )

Lw x a x b

B w 

  



                                    (3.8.3) 

和 

( ) ( ),

( ) 0

Ls x f x a x b

B s

  



                                (3.8.4) 

前一个是齐次方程非齐次边界条件.后一个则是非齐次方程齐次边界条件.若这两

个边值问题的解 ( )w x 和 ( )s x 都已经解出，那么边值问题(3.8.1)的解就是 

( ) ( ) ( )y x w x s x                                       (3.8.5) 
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边值问题(3.8.3)是齐次方程加上非齐次边界条件.这正是本章前五节讨论的

内容.这一边值问题是否有解和如何求解我们已经明确了. 

现在考虑边值问题(3.8.4)是否有解.为此我们写下其相应的齐次方程的边值

问题， 

( ) 0,

( ) 0

Lu x a x b

B u

  



                                   (3.8.6) 

和它的齐次伴随方程的边值问题， 

†

†

( ) 0,

( ) 0

L v x a x b

B v

   



                                    (3.8.7) 

齐次伴随边界条件，它要通过(3.7.3)式来求得. 

对于(3.8.6)这样的边值问题，我们不能一般地预先知道是否有解. 

我们能够确定的是，可以根据伴随齐次边值问题(3.8.7)是否有解，来判断相

应的非齐次边值问题(3.8.4)是否有解.这一情况与 2.2.3 小节中的线性代数方程组

有解的择一定理是类似的. 

定理 1 (i)若齐次边值问题(3.8.6)无非零解，那么其伴随边值问题(3.8.7)也无

非零解，此时边值问题(3.8.4)有且仅有一非零解.(ii)若齐次边值问题(3.8.6)有非零

解，那么其伴随边值问题(3.8.7)也有非零解，这两个解不见得相同，因为算符的

形式和边界条件是不同的，如 3.7 节讨论的情况.此时边值问题(3.8.4)有非零解的

条件是， 

( , ) 0f v                                                  (3.8.8) 

即，(3.8.4)中的非齐次项 f(x)与(3.8.7)中的解函数 v(x)正交.若(3.8.7)的解函数有 k

个， 1 2( ), ( ), , ( )kv x v x v x ，那么 f(x)与这 k 个函数都必须正交. 

条件(3.8.8)很容易从以下内积看出来. 

†( , ) ( , ) ( , ) 0Ls v s L v f v                                   (3.8.9) 

根据伴随算符的定义，此式左边一定为零. 

这个定理就是二阶线性非齐次微分方程有解的择一定理 .它表示边值问题

(3.8.4)有解的条件是二中选一，或者是齐次伴随边值问题(3.8.7)无非零解，或者

齐次伴随边值问题(3.8.7)有非零解同时满足条件(3.8.8) . 

式(3.8.8)也称为边值问题(3.8.4)有非零解的相容性条件.注意边界条件是齐次

的.对于非齐次的边界条件，则不需要相容性条件.这个定理没有涉及(3.8.3). 

本节内容只是判断非齐次微分方程是否有解.至于如何按照一定的方法来求

出非齐次方程的解，在 3.1.3 小节中已经给出了一个方法，我们将在第六章利用

格林函数的方法进行更全面的讨论. 

 

 

本章重点 

 

从一个特解求出另一个特解的刘维尔公式(3.1.14)。非齐次方程特解的表达

式(3.1.24)。 
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三类齐次边界条件。 

由勒让德方程(3.4.21)经过求导得到连带勒让德方程(3.4.34)。 

连带勒让德方程是如何得到的。也就是从(3.4.40)得到(3.4.46)。 

切比雪夫方程(3.4.49)，它经过变换后的形式(3.4.51)，它的解(3.4.55)(3.4.56)。 

孤立奇点及其分类。如何判断二阶微分方程中的孤立奇点。 

解的级数展开法，即 3.6.2 小节的第 3 部分。 

 

轻点： 

斯图姆-刘维尔型算子的形式、核函数、权函数。斯图姆-刘维尔特征值问题

四个定理的基本内容。 

对于正交多项式解集的斯图姆-刘维尔方程，知道如何查出其特征值和特征

函数集。 

由拉盖尔方程(3.4.8)经过求导得到连带拉盖尔方程(3.4.13)。 

由切比雪夫方程(3.4.49)经过求导得到连带切比雪夫方程(3.4.65)。 

 

 

 

小贴士 

 

物理学的基本方程主要有经典力学的牛顿方程、量子力学的薛定谔方程(热

传导中的扩散方程)、电磁场的麦克斯韦方程组。(还可以再算上相对论量子力学

的狄拉克方程。)它们都是对于时间或者空间或者两者的二阶微分方程。在微分

方程中，只有二阶微分方程的特征函数是完备的，可以作为基组来展开任一函数。

一阶、三阶和更高阶微分方程的解都不具备这样的性质。我们这个宇宙在物理和

数学两方面是不是凑得恰到好处？ 

可以说，本章介绍的微分方程就是一些具体的微分算子的形式。是第二章讲

到的算子的特征方程的具体表现。 

量子力学的一个基本假设是：力学量由厄米算符来表示。求算符特征值和特

征函数常见的有两种方式。一是矩阵的方式。二是微分算符的方式。求微分算子

的特征值和特征向量，就必然用到本章所介绍的方法。 

本章 3.4 节介绍的四类方程在物理学中有着普遍的应用。一般说来，三维空

间求解二阶线型微分方程，径向方程就涉及拉盖尔方程，角向方程就是勒让德方

程。氢原子的特征方程的径向方程就是拉盖尔方程。厄米方程就是求解谐振子的

本征方程。切比雪夫方程及其解可以看做是由最常见的方程(3.4.51)经过变换

(3.4.50)得到的。 

非齐次微分方程有解的条件可以和第二章的唯一性定理相对照。 

在高量课程中，学到求解角动量的本征值本征函数时，可回过来对照本章

3.4.2 小节第 2 部分的球谐函数。 

关于厄米多项式，还有一个公式： 

2 2 2 2

22
0

e 2
( ) ( ) ( ) exp( )

2 ! 11

n x y

n nn
n

z x y xy
H x H y

n zz





 
 


  

这一公式在高量中求一维谐振子的传播函数时会用到。 
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习题 

 

1. 为什么物理问题经常在数学上表现为二阶微分方程？ 

(提示：考虑物理学中的基本方程.) 

2. 仿照两个函数的情形，我们来看三个函数的情况 . 假设三个函数

1 2 3( ), ( ), ( )y x y x y x 都具有二阶导数，那么定义它们的朗斯基行列式 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

y x y x y x

y y y y x y x y x

y x y x y x

   

  

 

证明：如果 1 2 3, ,y y y 线性相关，则 1 2 3( , , )y y y 处处为零.由此可推知 n 个函数的类

似的结论. 

3. 仿照二阶线性常微分方程的一般理论，对于如下的三阶线性常微分方程 

2 1 0

0

0 0 0 1 0 2

( ) ( ) ( ) 0
    , [ , ]

( ) , ( ) , ( )

y f x y f x y f x y
x x a b

y x a y x a y x a

     


   
  

如果已知方程的三个解为 1 2 3, ,y y y ，定义它们的朗斯基行列式 1 2 3( , , )y y y 如上题. 

证明：(1) 如果 1 2 3( , , )y y y 在[ , ]a b 中某点等于零，那么 1 2 3, ,y y y 在[ , ]a b 上线

性相关.(2) 如果 1 2 3, ,y y y 线性相关， 1 2 3( , , )y y y 在[ , ]a b 上处处为零，如果它们线

性无关，则 1 2 3( , , )y y y 处处不为零. 

如果 1 2 3, ,y y y 是线性无关解，将 1 2 3( , , )y y y 对 x 求导，是否可以得到类似二

阶情况的刘维尔公式(3.1.11)那样的等式？ 

由这些结论，容易推想 n 阶线性常微分方程的类似的结论. 

5. 二阶微分算子的一般形式是(3.2.1)式，它也可以转化成(3.2.3)的形式，这时的

算子就是形式自伴的.但是在上一章中，从(2.2.10a)式得到(2.2.23b)式的时候，要

求 2 1p p  .对应于本章的(3.2.1)式，就是要求 ( ) ( )A x B x  .但是我们并没有使用

( ) ( )A x B x  这一条件，就从算子的一般形式得到了自伴的形式，见(3.2.6)式.这

是什么原因？ 

6. 证明，若函数 ( )y x 是斯图姆-刘维尔型方程的解，求解区域是 [ , ]a b ，核函数

( ) 0p x  ，则对于三类齐次边界条件和自然边界条件，有 

[ ( ) ( ) ( )] 0x ap x y x y x 
  ，[ ( ) ( ) ( )] 0x bp x y x y x 

   
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7. 如果两个函数 1( )y x 和 2 ( )y x 都满足核函数为 ( )p x 的区间[ , ]a b 内的斯图姆-刘

维尔型方程以及相同的边界条件，由这两个解构成朗斯基行列式 1 2( , )W y y .证明，

对于三类齐次边界条件，周期性边界条件，自然边界条件，下式总是成立的： 

    [ 1 2( , )J y y ]b

a
=[ ( )p x 1 2( , )W y y ]b

a
=0                               (1) 

8. 说 明 ， 贝 塞 尔 方 程 2 2 2( ) 0x y xy x y     和 球 贝 塞 尔 方 程

2 22 [ ( 1)] 0x y xy x l l y      都不属于多项式的斯图姆-刘维尔系统. 

9. 证明：式(3.3.3)中，若 ( )B x 常数而 ( )A x 是二次多项式时，那么当 x 时，

( )p x 不能比 x 的任意次方的倒数都更快地趋于零. 

10.  从(3.3.3)计算得到(3.3.4)式. 

12. 用数学归纳法证明，当拉盖尔方程是 (1 ) 0xy x y y     ，连带拉盖尔方程

的形式是 ( 1 ) ( ) 0xz m x z m z       ，其中 ( )mz y . 

13. 如果 2(1 )nx 是二阶常微分方程的解，那么写出这个常微分方程.这个方程是

否 勒 让 德 方 程 ？ 由 此 方 程 出 发 ， 证 明 勒 让 德 多 项 式

( )nP x = 2d
(1 )

d

n
n

n
x

x
 = 2 ( )[(1 ) ]n mx 满足勒让德方程.再进一步证明连带勒让德函数

2 / 2 2 / 2 ( )d
(1 ) ( ) (1 ) [ ( )]

d

m
m m m

n nm
x P x x P x

x
   是连带勒让德方程 

2 2
2

2 2

d d
(1 ) 2 [ ( 1) ] 0

d d 1

m
x y x y n n y

x x x
     


 

的解. 

14. 从勒让德多项式 ( )nP x 的多项式表示出发，推得 ( )nP x 的奇偶性关系.由勒让德

多项式 ( )nP x 的母函数关系，求出 (1)nP 和 ( 1)nP  的值. 

15. 从勒让德多项式 ( )nP x 的母函数关系出发，证明下列递推关系. 

1 1( 1) (2 1) 0n n nn P n xP nP       

1 0n n nnP xP P 
     

1 1 0n n nnP P xP 
     
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1 1(2 1) 0n n nn P P P 
      

16. 证明：对于勒让德多项式 ( )nP x ，
1 2

1

1

2 ( !)
( )d

(2 1)!

n
n

n

n
x P x x

n






 . 

17. 将两个函数
1

1  1 0
( )

1    0 1

x
f x

x

   
 

  
和 2 ( ) | |,    1 1f x x x    分别用勒让德多

项式展开，求各自的展开系数. 

18. 将函数

0  1

( ) 1/ 2      

1    1

x

f x x

x







  


 
  

用勒让德多项式展开，求展开系数. 

20. 已知前几阶勒让德函数的表达式是： 

2 3 4 2

0 1 2 3 4

1 1 1
( ) 1, ( ) , ( ) (3 1), ( ) (5 3 ), ( ) (35 30 3)

2 2 8
P x P x x P x x P x x x P x x x          

(1) 证明：函数 

1 1 1
tanh ln( )

2 1

x
x

x

 



 

是零阶勒让德方程的解.这个函数能否利用刘维尔公式得到？ 

(2) 将 0,1,2l  代入刘维尔公式，计算得到第二类勒让德函数 0 1 2( ), ( ), ( )Q x Q x Q x 的

表达式. 

(3) 如果令 cosx  ，写出 0 1 2(cos ), (cos ), (cos )Q Q Q   以为自变量的表达式. 

(4) 由公式(3.4.36)和(3.4.37)，写出以下第一和第二类连带勒让德函数的表达式：

1 1 2 1 2 3 1 1 2

1 2 2 3 3 3 1 2 2( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )P x P x P x P x P x P x Q x Q x Q x . 

21. 用数学归纳法证明，当比雪夫方程的形式是 2 2(1 ) 0x y xy y     ，连带切

比雪夫方程的形式是 2 2 2(1 ) (2 1) ( ) 0x z m xz m z       ，其中 ( )mz y . 

22. 证明 

2

02
1

1
( ) 2 ( )

1 2

n

n

n

t
T x T x t

xt t






 

 
   

(提示：利用 Chenbyshev 多项式的母函数展开.) 

23. 证明第二类切比雪夫函数 ( )nU x 与切比雪夫多项式 ( )nT x 的关系为：

2 d ( )1
( )

d

n
n

T xx
U x

n x


 .并从此式出发，利用上一章习题 34 关于切比雪夫多项式

( )nT x 的结果， 
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(1) 求特殊点的值： (1) ?nU  ( 1) ?nU   2 1(0) ?nU   2 (0) ?nU   

(2) 写出奇偶性关系，即 ( )nU x 与 ( )nU x 的关系. 

(3) 证明递推公式 

1 12 0n n nU xU U     

2

1(1 ) n n nx U nxU nU 
    

2

1 12(1 ) ( )n n nx U n U U 
    

2

1(1 ) n n nx U nU nxU
    

2 2(1 ) ( ) ( ) ( ) 0n n nx U x xU x n U x      

(4) 证 明 ( )nU x 具 有 带 权 函 数
2

1
( )

1
x

x
 


的 正 交 性 ：

1

21

1

1 x 
 ( )nU x ( )mU x dx =

π

2
nm . 

26. 对于方程 1 0y B xy y    ，做什么样的变换，可以变为厄米方程的形式？

这个方程的特征函数和特征值是什么？证明，由规一化得到厄米多项式 ( )nHe x 的

常数因子是 / 22n

nC  . 

27. (1) 证明厄米多项式 ( )nH x 的母函数关系. (2) 从 ( )nH x 的母函数关系推导

( )nH x 的微商表示. 

(提示： (1)写出 exp(2xt)和 2exp( )t 的泰勒展开式，相乘以后，利用公式

0 0n k

A
 

 

 ( , )k n =
[ / 2]

0 0

n

n k

A


 

 (k , 2 )n k . (2) 对母函数的展开式两边乘以 2exp( )x ，再

对 t 求导 m 次，左边可写成对 x 的求导.) 

28. 从厄米多项式 ( )nH x 的多项式表示出发，推得 ( )nH x 的奇偶性关系. 

29. 从厄米多项式 ( )nH x 的母函数关系出发， 

(1) 证明下列递推关系. 

1 12 2 0n n nH xH nH     
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12n nH nH 
   

1 12 0n n nH xH H 
    

1 0n n nxH nH nH
     

(2) 求出 0x  点的值： 2 2 1(0) ?, (0) ?n nH H    

30. (1) 证明厄米多项式的积分表示式是 

22
( ) ( i ) e d

π

n
n t

nH x x t t





   

(2) 利用这个积分表示式推导出厄米多项式的级数表示(3.4.82)式. 

( 提 示 ：  (1) 只 要 证 明 这 个 积 分 表 示 式 是 满 足 厄 米 方 程

( ) 2 ( ) 2 ( ) 0n n nH x xH x nH x    的. (2) 将圆括号内做二项式展开，然后对 t 做积

分.) 

39. 找出下列方程的奇点，并说明奇点的类型. 

(1) 2 ( 1) ( ) 2( 1) ( ) 3 ( ) 0z z w z z w z zw z       

(2) (3 1) ( ) ( 1) ( ) 2 ( ) 0z z w z z w z w z       

40. 证明， z 为方程(3.6.45)的正则点的充要条件是：在 z 附近有展开式

(3.6.51)，其中 1 2 32, 0a b b   . 

41 将二阶微分方程 

    ( )w z +
2z


( )w z =0 

转化成一阶微分方程组.求其一个基本解组，并指出取何值时所有的解都是有理

函数. 

(提示：写出 A0 矩阵.求出它的两个特征值，它们是都依赖于.讨论这两个特征值

之差为 0，为偶数，为奇数，为非整数这几种情况时的解.) 

42. 求下列方程在 0z  附近的级数解. 

(1) 
2( ) ( ) 0w z bz w z   ， 2( ) ( ) 0w z bz w z     

(2) ( ) ( ) ( ) 0w z zw z w z     

(提示：先将方程写成一阶微分方程组.由此写出 A0 矩阵.求出它的两个特征值，

和.把两个解写成 1

0

( ) n

n

n

w z z a z




  和 2

0

( ) n

n

n

w z z b z




  的形式，代入到原方程中，

求出各系数.此题的方程中 z=0 非是常点，所以两个特解都是级数，无对数项. 

级数解中，第一个非零系数总是设为 1.) 

43. 求下列方程在 z 附近的级数解： 
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(1) 4 2( ) ( 2 ) ( ) ( ) 0z w z z z w z w z      

(2) 2( 1) ( ) 2 ( ) ( ) 0z w z zw z w z      

(提示：做=1/z 之后，按照上题的步骤求解.) 

47. 有以下边值问题： 

    ( )u x = ( )f x , 0 1x  ; (0) 0u  , (1) 0u                         (1) 

这是个一阶微分方程，但是有两个边界条件.边界条件太多了.但这并不表示这个

边值问题就一定没有解.运用微分方程边值问题解的择一定理.请写出(1)的伴随

边值问题.这一伴随问题的解是什么？然后运用择一定理的相容性条件(3.8.8),写

出(1)有解的条件.选择一个满足相容性条件的函数 f(x)，求出(1)的解. 

48. 写出以下边值问题： 

    ( )u x = ( )f x , 0 1x  ; (1)u u (0)=0, (1)u u  (0)=0 

有解的条件. 

49. 若二阶微分算子(3.7.4)中的 

( ) 1p x   

边界条件是： 

1 1

2 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

u a u b

u a u b

 

 

 


  
 

那么，伴随方程中函数 v 满足怎样的边界条件？此时，如果边界条件中的系数都

是实数，边值问题是否自伴的？ 

 

50. 求伴随边值问题(3.7.18)本征函数系，并证明(3.7.19), (3.7.20)和(3.7.21)三式. 

 

 

 

附录 3A 初值问题(3.1.4)的解的存在唯一性的证明 

 

    我们要证明的是如下的一阶线性微分方程组的解的存在唯一性. 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

1 0 2 0

( ) ( )

( ) ( )

( ) , ( )

y a x y a x y

y a x y a x y

y x y x 

  

  

  

   [ , ]x a b                         (3A.1) 

其中系数函数 ( )ija x 在区间[ , ]a b 上连续.既然是在闭区间上连续，那么它们一定有

一上界.设这一上界为 M. 

| ( ) |ija x M                                            (3A.2) 

将(3A.1)两端积分成如下的形式， 
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0

0

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

d [ ( ) ( ) ]

d [ ( ) ( ) ]

x

x

x

x

y x a x y a x y

y x a x y a x y





   


   





                        (3A.3) 

成为一积分方程组，它们是满足原微分方程组的初始条件的.其中为简便起见，

我们设上限 xx0.证明了(3A.3)解的存在唯一性，也就证明了(3A.1)的存在唯一性.

本附录是打算利用 2.2.1 小节中的收缩算子的概念进行证明. 

定义度量空间 K 中的一个元是有两个函数组成的 

1 2( ) { ( ), ( )}, [ , ]Y x y x y x x a b                                 (3A.4) 

这是 x 的函数.并且定义，此空间中的两个元 Y 和 Z 之间与 x 有关的距离为 

1 1 1 2 2 2( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))Y x Z x y x z x y x z x                   (3A.5) 

其中 

0

1 1
[ , ]

( ( ), ( )) max | ( ) ( ) |, 1,2i i i
t x x

y x z x y t z t i


                       (3A.6) 

由此，式(3A.3)左边构成度量空间 K 中如(3A.4)定义的一个元 Y.右边可以看做是

一个算子 T 作用在这个元上的效果，即(3A.3)写成如下的算子作用的形式： 

Y TY                                                 (3A.7) 

现在我们逐次迭代，即以 Y0 作为初始的元，代入方程(3A.3)右侧后，得到左侧的

结果为 Y1.再把代入方程(3A.3)右侧，得到左侧的结果为 Y2.如此不断进行下去，

迭代得到的序列为 

0 1 2 10 20 11 21 12 22, , , { ( ), ( )},{ ( ), ( )},{ ( ), ( )},Y Y Y y x y x y x y x y x y x     (3A.8) 

如果我们能够证明 

1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n n n n nY Y TY TY Y Y                             (3A.9) 

其中 1  ，即 T 是个收缩算子，那么，根据 2.2.1 小节的定理 1，方程就有且仅

有唯一解.也就是说，序列(3A.8)收敛于(3A.3)的解. 

    将 2Y 减去 1Y ，则其中第一式为 

0
12 11 11 11 10 12 21 20d [ ( )( ) ( )( )]

x

x
y y x a x y y a x y y                  (3A.10) 

两边取绝对值 

0

0 0

12 11 11 11 10 12 21 20

1 11 10 11 2 21 20 12

1 11 10 2 21 20 0

1 0 0

| | d [| ( ) || | | ( ) || |]

( , ) d | ( ) | ( , ) d | ( ) |

[ ( , ) ( , )] ( )

( , ) ( )

x

x

x x

x x

y y x a x y y a x y y

y y x a x y y x a x

y y y y M x x

Y Y M x x

 

 



    

 

  

 



            (3A.11) 

其中已用到(3A.2)式.式(3A.11)右边已经是[x0,x]区间上的最大值，因此左边可以

写成距离.即 

1 2 1 1 0 0( , ) ( , ) ( )Y Y Y Y M x x                            (3A.12a) 
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同理可得 

2 2 1 1 0 0( , ) ( , ) ( )Y Y Y Y M x x                            (3A.12b) 

此两式相加，得到 

2 1 1 0 1 0 0( , ) ( , ) 2 ( , ) ( )Y Y TY TY Y Y M x x                      (3A.13) 

若 02 ( ) 1M x x  ，那么(3A.13)就符合(3A.9)式.但是实际上 02 ( ) 1M x x  的条件

不见得能够满足. 

我们可以再迭代一次，由(3A.11)式可知， 

0

0

13 12 11 12 11 12 22 21

2
2 2 0

1 0 0 1 0

| | d [| ( ) || | | ( ) || |]

( )
2 ( , ) d ( ) 2 ( , )

2

x

x

x

x

y y x a x y y a x y y

x x
Y Y M x x x Y Y M 

    


  




 

也就是得到 

2
2 0

1 3 2 1 0

( )
( , ) 2 ( , )

2

x x
Y Y Y Y M 


  

并且进而得到 

2
2 2 2 0

1 0 3 2 1 0

( )
( , ) ( , ) 4 ( , )

2

x x
T Y T Y Y Y Y Y M  


   

再迭代一次可得 

3
3 3 3 0

1 0 4 3 1 0

( )
( , ) ( , ) 16 ( , )

3!

x x
T Y T Y Y Y Y Y M  


   

易见，经过 n 次迭代之后，可有 

0
1 0 1 1 0

( )(4 )
( , ) ( , ) ( , )

4 !

nn
n n

n n

x xM
T Y T Y Y Y Y Y

n
  


           (3A.14) 

随着 n 的增加，(3A.14)式右边的系数 0( )(4 )

4 !

nn x xM

n


显然是不断减小的.设，当

n=N 时，有 

    0( )(4 )
1

4 !

NN x xM

N



   

这时，我们可定义一个新的算子 NT V ，它满足下式， 

1 0 1 0 1 0 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )N NVY VY T Y T Y Y Y Y Y       

可见，算子 V 是一个收缩.结论，从(3A.3)式出发进行迭代，一定可求得解，并且

解是唯一的.当(3A.3)中 0x x 时，证明过程是类似的. 


