
 

看上去有两个表面的系统为什么只有一个表面态？ 
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1. 问题的提出 

在第三章 3.7.2 小节的例 1，我们求解了如下的一个边值问题。 

( ) ( ) 0,0 1, (0) (0) 0, (1) (1) 0u x u x x u u u u                    (1) 

得到了特征函数集是一组 
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这两种解是有明确的物理意义的。 

式(2)是求解区间内的一组振动模式。它们描述在整个区间内的整体的运动。

这组模式是与边界条件有关的。若区间两个端点是固定不动的，振动模式显然是

最简单的 sin πn x的形式。现在边界条件显示端点不是固定的。因此，振动模式比

较复杂。不管怎么说，这样的解中，n这个量，类似于波矢的作用。 

式(3)是与边界有关的解，他表明边界上的位移是指数变化的形式。这是因

为现在端点不是固定不动的。若两个端点是固定不动的，则端点处的唯一始终为

零，就没有式(3)这个解。在这个解中，没有类似于波矢的这样一个量，因为这个

解不是正弦或者余弦形式的。 

现在的问题是：这个区间有两个端点，为什么只有一个边界态？ 

根据直观的感觉，一个区间，既然有两个端点，那么就应该有两个表面态。

表示两个端点都会有移动。这是最早由 Fowler 教授在 1933 年提出来的。大家也

就自然而然地接受了这个观点。 

如果只有一个表面态，难道只有一个端点会运动？为什么另一个端点不运

动？是哪一个端点不运动呢？ 

 

2. 数学研究的结论 

北京大学物理系的任尚元教授(现已退休)，根据二阶微分方程中的定理，严

格证明了：在一维有限长度的体系中，只有一个表面态。假如一维有限长度的晶

体有 N 个格点等间隔地组成，端点的格点不固定(比如可以是周期性边界条件)，

那么，根据晶体的理论，它应该有 N个本征态。其中，有 N1 个是“体内”的

态。另外有一个是“表面”的态。 

当我们说体内有 N1 个态是什么意思？在固体理论中，我们知道，能量本

征值是用能带来描述的，量子数是用晶体内的波矢 k 来标志的，能量 E 是波矢

k 的函数，E(k)。在固体物理中，我们被告知，一个能带中，k 的数目刚好有 N



个当然也就有 N 个本征态了，也就是说，体内的行波，也称为布洛赫波，的数

目刚好与格点的数目是相等的。 

任尚元教授的研究告诉我们，体内描述行波的量子数k的个数只有N1个，

而不是人们长久以来以为的是 N个。因此体内只有 N1 个布洛赫波。另外还有

一个表面态，这个表面态是不能用波矢 k来指标的。 

任尚元进一步研究了二维和三维有限晶体的情况。得到的结论如下。 

(1). 二维有限晶体 

一个二维晶体，假如是长方形的，那么，它有条边作为它的“表面”，还有

个角。顶角处的行为显然与“表面”应该有所不同的。 

假定长方形的，那么，它有 4 个“表面”和 4 个角。假定沿着两条直角边方

向的格点数分别有 1 2,N N 个。晶体内总的格点数目是 1 2N N N 个。那么这个系统

中，总的状态是个。其中，有 

1 2( 1)( 1)N N  个类体态，也就是常说的布洛赫态， 

1 2( 1) ( 1)N N   个类边态， 

1 个顶角态。 

总的本征态的数目是： 

1 2 1 2 1 2( 1)( 1) ( 1) ( 1) 1N N N N N N N          

总的状态数是与晶体内的格点总数相同的。 

    (2). 三维有限晶体 

一个三维晶体，假定长方体形状的，那么，它有 6 个表面，12 条边，8 个

角。假定沿着三条直角边方向的格点数分别有 1 2 3, ,N N N 个。晶体内总的格点数

目是 1 2 3N N N N 个。那么这个系统中，总的状态是个。其中，有 

1 2 3( 1)( 1)( 1)N N N   个类体态，也就是常说的布洛赫态， 

1 2 2 3 3 1( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)N N N N N N        个类表面态， 

1 2 3( 1) ( 1) ( 1)N N N     个类边态， 

1 个顶角态。 

总的本征态的数目是： 

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3 1 2 3

( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

( 1) ( 1) ( 1) 1

N N N

N N N N N N

N N N N N N N

  

        

        

 

总的状态数是与晶体内的格点总数相同的。 

关于任尚元的研究成果，有兴趣的同学可以看他的专著。 
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3. 一个物理解释 

    现在我们试图对于式(1)的边值问题为什么只有一个表面态给一个物理解释。 

设想，在二维或者三维空间中有一个区域 V，它的边界，也就是表面，称为

D。在其中立一个二阶常微分方程的边值问题如下。 

( ) ( ) 0, , ( ( )) | ( )Du u V B u 
    

r
r r r r r                            (4) 

其中，边界条件是 ( ( )) | ( )DB u  
r

r r 。式(4)式常见的边值问题。 

比较式(1)和式(4)可知，前者的边界条件有两个方程，二后者的边界条件只

有一个方程。为什么二维和三维的边界条件只需要一个方程，而一维的需要两个

条件呢？二维和三维只有一个边界条件，是因为只有一个表面。那么，为什么一

维会出现两个方程，它是不是有两个表面呢？ 

实际上一维也只有一个表面。只不过由于一维空间的特殊性，它的表面表现

为两个端点，看上去似乎是分开的。它们不能看作是两个表面，而是只有一个表

面，这两个端点是一个表面上的两个点。只不过这两个点没有连在一起。既然它

们没有连在一起，写边界条件的时候，就只好分开来写。 

结论：一维有限长度的系统只有一个表面，因此，只有一个表面态。 

 

 


