
 

三维欧氏与四维闵氏空间 

 

§0.1 欧氏空间回顾 

§0.2 场论 

§0.3 闵氏空间 

 

§0.1 欧氏空间回顾 

 

以下主要介绍三维欧氏空间.其它维数的空间只是维数不同而已. 

欧氏空间中的任何一点用向量(也称矢量 vector)来描述. 

向量的几何定义与代数定义 

几何定义：有一定长度的有向线段 

代数定义：n 维有序实数组
1 2( , , , )nx x x  

    数组中的每一个数都称为分量(component).只有一个分量，则称为标量.标量是向量

的一个特殊情况. 

向量由分量组成，反之，向量分解为分量， 

三维空间中，任何向量可以展开成任何三个非共面向量的线性组合： 

1 2 3    x V V V  

这样的分解不是唯一的. 

 

    向量的运算 

标量积(scalar product)—由两个向量构造一个标量的运算规则. 

几何定义： cos  x y x y  

其中是这两个有向线段之间的夹角(三维和二维空间). 

     

代数定义：
, ,

i i j j i j i j i j ij i i

i j i j i j i

x y x y x y x y
  

        
   
    x y e e e e  

其中，点表示标量积，不能省略.标量积也称为向量的点积或点乘(dot product).其中采用

了直角坐标系. 

如果标量积为零，则称这两个向量正交.从几何定义知，此时(三维和二维空间) 这

两个有向线段之间的夹角为直角. 

 

    向量的转动 

坐标系的转动: 正交变换 

    考虑两组笛卡儿基
1 2 3( )e ,e ,e 和

1 2 3( )  e ,e ,e ，考虑将其中一组基(basis)用另一组基表示. 

      
i
e = ji j

j

a e ， ( 1 2 3)i , ,                                    

     由此可以得到变换矩阵 



11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 

  
 
 

R  

 

例，若有一个向量 B，在一组基
1 2 3( )e ,e ,e 下的分量是

1 2 3( )b b b, , ，在变换之后的基组

1 2 3( )  e ,e ,e 下的坐标分量为
1 2 3( )b b b  , , ，且将此时的向量记为 B.那么，有 

i i i ji j ji i j j j

i i j j i j

b b a a b b            B e e e e B  

得到基组变换前后两组分量之间的关系为 

j ji i

i

b a b  
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例，若一个向量 C，经过线性变换 R 变换为 C. 

 C RC      
i ij j

j

c r c   

那么，这前后两个向量在(固定的)基组上的分量的关系如下. 

    C=
j j

j

c e ， C  = i i

i

c e =
ij j i

ij

a c e  

写成列向量的形式， 

1 1

2 2

3 3

,

c c

c c

c c

   
        
      

C C ， 

矢量的变换就是 
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c
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因此， 

    jc = ji

i

a ic  

体会一下以上两例的区别. 

 

设基组中的分量之间是正交的(orthogonal)，即有 

i j ij

i j ij





  

 

e e

e e
 

由此得到矩阵元之间的关系 



( )ij i j ki k j ki k j ki kj

k k k

a a a a            e e e e e e  

ij i j ik k j ik jk

k k

a a a      e e e e  

上两式称为正交性关系.此时变换矩阵 R 是幺正的，其相应的变换称为正交变换.在 n 维

空间中，旋转矩阵 R 具有 n2 个矩阵元.由于是幺正矩阵，则由列(行)向量间的正交性关

系提供 2( ) / 2n n 个条件，可由列(行)向量间归一化提供 n 个条件，共有 2( ) / 2n n 个等

式.于是，在矩阵元中有 2 2 2( ) / 2 ( ) / 2n n n n n    个是不确定的. 

在二维空间中，留下一个自由参数，可取为旋转角. 

在三维空间中，有三个自由度，对应于用来描写刚体取向的三个欧拉角. 

 

例，三维旋转矩阵. 

    首先绕 X3 轴逆时针旋转弧度，得到新的基
1 2 3( )  e ,e ,e ，得到旋转矩阵为 

1

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

 

 

 
 

  
 
 

R  

然后绕 X2 轴逆时针旋转弧度，得到基
1 2 3( )  e ,e ,e .这步旋转操作的矩阵为 

2

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

 

 

 
 

  
 
 

R  

则两次旋转的总的旋转矩阵为 

2 1

cos cos cos sin sin

sin cos 0

sin cos sin sin cos

    

 

    

 
 

   
 
 

R R R  

 

定理 标量积在正交变换下不变 

    证明 将变换前后的矢量都投影在正交规一基组上。 

, , ,

i i ik il k l kl k l k k

i i k l k l k

x y a a x y x y x y            X Y X Y  

证明完毕.证明过程中利用了正交性关系. 

 

向量积(vector product)—由两个向量构造一个向量的运算规则. 

几何定义： x y 的大小是 sinx y ，方向垂直于 x 和 y 构成的平面. 

其中是这两个有向线段之间的夹角(三维和二维空间). 

代数定义：
, , , ,

j j k k j k j k j k jki i ijk j k i

j k j k j k j k

x y x y x y x y           z x y e e e e e e  

其中，叉表示向量积，不能省略.向量积也称为向量的叉积或叉乘(cross product). 

 



行列式表示：
1 2 3

1 2 3

1 2 3

ijk j k ix x x x y

y y y

   

e e e

z x y e  

此处省略了求和符号，这表示使用爱因斯坦求和规则. 

1 (1,2,3)

1     (1,2,3)

0

ijk




 



的偶排列

的奇排列

其它

 

由向量积的几何定义可知，两个向量叉积的大小表示这两向量组成的平行四边形

的面积.显然，两个分量平行时，向量积为零.在 n 维空间中，两个向量 x 和 y 平行是指，

一个向量恰好是另一个向量的倍数：x=ay.此时，称这两个向量线性相关. 

    向量线性相关(linear independence)的定义：一个向量可以用另外 m 个向量来表示，

则称这 m+1 个向量线性相关. 

 

三维空间中行列式的几何意义 

 

 向量 A、B 和 C 确定的平行六面体的体积为： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( ) detijk i j k

ijk

A A A

A B C B B B

C C C



 
 

     
 
 

A B C   

一个线性变换 T 可以将直角坐标线变换成斜坐标系.这样的线性变换就把单位立方

体变成体积为 detT 的平行六面体.线性变换的行列式给出了最后体积与原始立方体的体

积之比.行列式是测定体积变化的尺度因子. 

 

行列式的几何意义(n 维空间) 

在 n 维空间中，由 n 个线性无关向量确定的区域的“体积”为：由这 n 个向量组成

的行列式的值(的绝对值). 

 如果 n 个向量线性相关，(例如：在三维空间中的三个共面向量)，则其行列式的值

为零，即由这 n 个线性相关的向量确定的区域在 n 维空间中的“体积”为零(二维平面

在三维空间中的体积为零). 

 

向量积在空间反演下的变换： 

极向量(polar vector)，在空间反演下变号： ,         r r r p p p  

轴向量(axial vector)，两个极向量的向量积，在空间反演下不变号：L  L  

=( ) (  r p )=L 

 

A 
B 

C 



 

    物理学中运用向量的一个经典的例子—行星轨道理论的向量分析 

    为了说明向量方法的功能和应用，我们用向量分析来解决开普勒轨道问题.(不是牛

顿采用的原始方法.牛顿的原始方法可以称为几何法.) 无论一开始用什么方法，都必须

用到微积分才能解决行星运动问题的. 

     

我们首先证明开普勒第二定律：在有心力场中角动量为一常量.即 

 L r p  

是一个常量.将此角动量对时间微分, 

d d d

d d dt t t
   

L r p
p r  

由于
d

d
m

t
p r ，所以

d

dt
L 的第一项为零 .代入

d

dt
p F ，得到  

d

dt
L 的表达式为

d

dt
 L r F .在有心力场中，F 与 r 同向，得到

d
0

dt
L 即角动量为恒定量.这意味着，位

矢 r 以及整个轨道都处在三维空间内的固定平面上.这一结果本质上就是开普勒第二定

律，并往往用面积速度守恒来表述.(开普勒三定律.开普勒是如何确定太阳与行星之间的

距离的呢？) 

 

下面讨论具体的有心场，万有引力场. 

d

d

k
m

t r
 

2

v
n  

这里的 n 为 r 方向上的单位向量，k 为常数.左边为 

d d d d
( )

d d d d

r
r r

t t t t
   

r n
v n n  

角动量 

2d d d
( )
d d d

r
r m mr r mr

t t t
        

n
L r p n v n n n n  

再考虑 

2

2 2

d d
( ) ( )

d d

d d d
[ ( ) ]

d d d

d k k
mr

dt t mr mr t

k k
t t t

         

     

v n
v L L n L n n

n n
n n n n n

 

上式中利用了 1 n n ，因而
d

0
dt

 
n

n .对
d d

( )
d d

k
t t

 
n

v L 积分得到 k  v L n C  

其中 C 为一常数向量，在我们完成运动轨道的推导之后将看出，它沿轨道的长轴. 

    注意：一开始就用到了微分，此处又用到积分.行星运动的问题只有微积分出现之后

才能解决. 

利用角动量守恒，下面来计算运动的轨道.先计算角动量的平方. 

2 ( ) ( ) ( ) ( cos )L m m mr k mr k C             L L r v L r v L n n C  

为 C 和 r 间的夹角.解出轨道方程为 

2 /

1 cos / 1 cos

L km A
r

C k  
 

 
 



这个方程是圆锥截线的极坐标形式，表示圆锥截线的偏心率(eccentricity). 

2 2 1/ 2

2 2 2 2 1/ 2 2 2 2
1/ 2 1/ 2

2 2

| | | | [( ) 2 ( )]

( 2 / ) ( / 2 / )2 2
[1 ] (1 )

k k k

k k k

v L k kL mr mv k r L EL

k mk mk


      

  

  
    

C v L n v L n v L

 

E 是系统的恒定能量.偏心率要由能量和角动量来确定. 

 

 

习题 

刚体中的欧拉角有三个角度变量，写出分别绕着三个角度旋转后的旋转矩阵. 

 

 

 

 

§0.2 场论 

 

场的概念 

“场”是从大量实际现象中抽象出来的一个物理概念.重物周围空间的每一点都存

在引力，电荷周围各点具有一定的电位，气流在空间中每一点上都有确定的速度，受热

物体的内部形成一定的温度分布，这种例子举不胜举.我们把一个物理量在空间中的分

布，称为该物理量的场.如重物的引力场，电荷的电位场，气流的速度场，物体的温度

场，等等.按照物理量是数量还是向量，场也分成数量场(scalar field)和向量场(vector 

field).温度场，电位场是数量场，速度场和引力场则是向量场. 

从数学的角度来看，一个场就是定义在空间(或它的某个区域)中的一个点函数.如

果对于空间区域V中的每一点M，都有数量u的一个确定值与之对应， 那末在V中确定

了一个数量点函数：u=u(M).它表示一个数量场.同样，在空间V中确定的向量点函数v 

=v(M)，描述一个向量场. 

如果构成一个场的物理量不仅依赖于空间，并且依赖于时间，随着时间而变化，那

末这个场将用一个关于点M和时间t的函数来表示u=u(M,t)或v =v(M,t).这样的场叫做不

定常的场.而不随时间变化的场u(M)或v(M)，叫做定常的场(稳定场 stable field).应当指

出，绝对定常的场是不存在的，一切客观存在的物理现象都会随着时间的推移而变化.

不过，如果一个场在不太长的时向内变化很微小，那就可以相对地看成是定常的场. 

当在空间中引进了直角坐标系之后，点M可用它的坐标(x,y,z)表示，并把场表成

u(x,y,z)和v(x,y,z)的形式.所以一个场也就是关于点的坐标的多变量函数.注意：选取不同

坐标系，可能会改变一个场的数学表达式，但不会改变场的物理性质. 

“场论”一词是借用物理学的术语.本节讲的场论，是介绍一套研究场的数学方法，

主要是对于标量场和向量场的微积分运算.它是多变量函数微积分学的一个组成部分. 

 

0.2.1 三维空间的正交曲线坐标系 

直角坐标系是坐标系的一种特殊形式.最一般的是曲线坐标系. 

线元的定义：       ( 1,  2,  3)i i ids hdq i   

空间中线元平方的定义： 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3ds h dq h dq h dq    

体积元的定义：
1 2 3 1 2 3 1 2 3dV ds ds ds h h h dq dq dq   



 

其中 hi 是第 i 维坐标的权重系数，这个权重可能随空间而变化. 

直角坐标、柱坐标、球坐标和抛物线坐标 

坐标系 

Coordinate 

system 

直角 

Cartesian  

柱坐标 

Cylindrical 

球坐标 

Spherical 

抛物线 

Parabolic 

q1 x r r  

q2 y    

q3 z z   

h1 1 1 1 2 2   

h2 1 r r 2 2   

h3 1 1 rsin  

 

 

0.2.2 标量场和向量场的微分运算 

标量场的梯度(gradient)：对于标量场的微分得到的一个向量. 

定义式：每一个分量的定义为 

0

( d ) ( ) 1 1
(grad ) lim

di

i i i
i i

ds
i i i i

q q q

s h q h

  
 



  
   


 

整个向量为 

1
grad ( )i i

i ih
      e  

几何含义：标量场中某点的 grad的方向为该点处改变率最大的方向，grad的

方向垂直于等值线(面)；grad的大小等于在这个方向上的改变率，即 

 
d

grad
ds


   

 

向量场的散度(divergence)：对于向量场的微分得到的一个标量. 

不依赖坐标系的定义式：
0

1
div lim d

  
 

 V V σ  

上式中通过位于 
1 1q a 和 

1 1 1q a q   的两个面元的积分之差： 



2 2 3 3

2 3

2 2 3 3

2 3

2 3 2 1 1 2 3 3 1 1 2 3 1 1 1 2 3

2 3 2 1 2 3 3 1 2 3 1 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1

d d ( , , ) ( , , ) ( , , )

d d ( , , ) ( , , ) ( , , )

[ ( ) ]
i i

a q a q

a a

a q a q

a a

q a

q q h a q q q h a q q q V a q q q

q q h a q q h a q q V a q q

V h h q q q
q

 

 

  

  

 

 



  







 

   

另外：体积元
1 2 3 1 2 3d h h h q q q    .于是可以得到： 

2 3 1 3 1 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( )1
div

h h V h hV h h V

h h h q q q

   
   

   
V  

向量场的散度的意义：表示向量场单位体积的“源强” 

高斯定理： div d d
 

   V V σ     看它与散度的定义式的关系 

连续性方程： div( ) 0
t





 


V  

设有静止体积为，表面为，流速为 v，密度为的流体，中流体的质量随时间变化率

为： d d
t  

  


  
   V σ，为单位时间内离开 的流体质量。 

又由高斯定理： div( )d d
 

    V V σ . 

于是由质量守恒有： [ div( )]d 0
t


 


 

 V .从而得到连续性方程. 

 

向量场的旋度(curl)：对于向量场的微分得到的一个向量. 

不依赖坐标系的定义式：
1

(curl ) lim d
 

  
 V n V λ  

计算 V 沿面元
2 3d d ds s  边界一圈的积分： 

3 2 2 3 3 2

3 3 32 2 2

2 3

1 2 2 3 3 2 2 3 3
0

2 3

2 2 2 23 3 3 3

d d 0
2 3 2 3

3 3 2 2

2 3 2 3

1
(curl ) lim ( d ) ( d ) ( d ) ( d )

d d

( d ) ( d )( d ) ( d )
lim

d d d d

( ) ( )1

q q dq q dq q
d

q dq qq dq q

s s

V s V s V s V s
s s

V s V sV s V s

s s s s

h V h V

h h q q


 







     

 
  

 

  
  

  

V

 



 

以上是一个分量的定义式.整个向量的计算如下. 

 

   

2 3 3 3 2 2 1

2 3

3 1 1 1 3 3 2 1 2 2 2 1 1 3

3 1 1 2

1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1
curl ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

1

h V h V
h h

hV h V h V hV
h h h h

h h h

h h h
hV h V h V

    

     

   

V V e

e e

e e e

 

最后写成了行列式的形式. 

    特例，直角坐标： 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

curl

V V V

    

e e e

V V  

    高阶空间中也都可以定义向量场的散度和旋度. 

 

例 1 一桶以等角速度绕中心垂直轴 k 转动的水，v=r. 

20 0

2 20 0

1 1
curl lim d lim d

lim d (2 ) 2lim

r

r r

r
r

r r
r

r r

 



 
 

 
  

 

  

 

    


  

 



k v v λ θ θ

 

例 2 曲线流动并不一定有旋度  

例 3 直线流动并不一定没有旋度： 

 

2 3 3( , d )q q q  

2 2 3( d , )q q q  
1e


2 2 3 3( d , d )q q q q   

2 3( , )q q  

3e

2e



算符(Nabla operator)既有微分性质，又有矢量性质 

微分性质：不可将与被作用函数随便调换位置 

矢量性质：可以将看作一个矢量，因它有方向性.例如 

梯度的旋度为零 ( ) 0   ，因为两个平行矢量的叉乘为零. 

旋度的散度为零 ( ) 0  A ，因为两个相互垂直的矢量的点乘为零. 

这个矢量本身在什么方向预先并不知道. 

 

拉普拉斯算符 

在正交曲线坐标系中，定义： 

2

2 3 3 1 1 2
1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

div(grad ) ( )

1
( ) ( ) ( )
h h h h h h

h h h h h h

   

  

      

 
         

 

 

最后一个等式可由梯度和散度的定义得到. 

拉普拉斯算符经常在微分方程中出现.常见的有以下一些方程. 

拉普拉斯方程： 2 0   

泊松方程： 2 ( )   x  

热传导(扩散)方程： 2 K
t





 


 

波动方程：
2

2

2 2

1

C t





 


 

亥姆霍兹方程： 2 2 0k     

矢量场的拉普拉斯算符：作用在每一个分量上. 

在直角坐标下： 2 2

i i

i

V  V e  

   

 

习题 

    在直角坐标、柱坐标、球坐标和抛物线坐标系中，分别写出梯度、散度和旋度的表

达式. 

    证明：点电荷的静电场中，除原点以外，处处散度为零，旋度也为零. 

在直角坐标系中，证明以下公式 

1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 2 1 2 1 1 2

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u u u u u u

u u u

u u u

    

     

     

           

       

         

v v v

v v v

v v v v v v v v v v

v v v v v v

v v v v v v v v v v

 

2 ( ) ( )     V V V  



 

 

§0.3 闵氏空间 

 

张量(tensor) 

设在三维空间的坐标的正交变换下，有3N 个量
1 2 Ni i iT  (此处每个指标由 1 变到 3)按照

以下法则变换: 

1 2 1 1 2 2 1 2N N N Ni i i i j i j i j j j jT a a a T 
    

则 T 称为三维空间中的 N 秩张量.很明显，一秩张量就是向量，零秩张量就是标量，其

它最有用的情况是二秩张量，它有九个分量，服从下面的变换定律： 

kl ki lj ijT a a T   

以上利用了爱因斯坦求和规则. 

 

例 1，转动惯量(moment of inertia)张量    

设一个具有连续质量分布密度的刚体，绕体内一固定点转动. 

2( ) d [ ( )] d [ ( )] dr              L r v r ω r ω r ω r  

定义惯性张量 ijI  

2[ ] dij ij i jI r rr     

利用惯性张量可以表示总角动量 

2 2[ ] d [ ( )] dij j ij j i j j i i iI r rr r r L               r ω  

例 2，电极化张量 

0i ij jP E   

其中的系数 ij 是极化率张量. 

    在各向异性晶体中，介电系数，磁导率，电导率等都可能是二阶张量. 

例 3，多极矩(multipole moment)张量 

在空间某一区域内的电荷分布产生势 

( )
( ) d

| |


 





r

r
r r

 

计算离源远处的场，r < r 

1 1
( ) (cos )

| |

l

l

r
P

r r








r r
 

(cos )lP  是勒让德多项式(这一展开式见第三章的(3.4.27)式).得到势的展开式 

3 5
( )

2

i j

ij

x xq
Q

r r r



    

r P
r  



其中： dq     ，这是单极(电荷)(unipolar moment)，标量 

d   P r ，这是偶极矩(dipole moment)，向量 

2(3 ) dij i j ijQ x x r       ，这是四极矩(quadrupole moment)，二阶张量 

 

函数：表示集中于一个几何点的一个点质量或者点电荷。 

函数的一次求导相当于电偶极子.证明方式如下. 

一个电偶极子，就是在 / 2l 和 / 2l 的位置，分别放上 q 和q 的点电荷.因此偶极子

的电荷密度为 

( ) ( / 2) ( / 2)q q     r r l r l  

当观察点 r 的距离远大于偶极子的尺度时，可以做泰勒展开至二级项： 

2 2 2 21 1
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( )]

2 2! 2 2 2! 2

( ) ( )

q q

q

      

 

         

   

l l l l
r r r r r r r

l r p r

 

其中 qp l 就是点偶极子的定义. 

    现在考虑，电偶极子可能是随时间变化的.这既可以是位矢 0( ) i tt e l l ，也可能是电

荷随时间变化 0( ) i tq t q e  .这儿只考虑随时间的正弦变化.两种情况下，都有 

0( ) i tt e p p  

也就是说，此时电荷密度分布就是 

( , ) ( ) ( )t t  r p r  

这说明，此时电荷密度随时间的变化由电偶极子部分负担，而空间变化的部分则由函

数的梯度承担. 

再看连续性方程(continuity equation) 

     j (r, t)+
t




( , )t r =0 

将电荷密度代入，得到 

    ( )t j + ( )tp ( ) r =0 

其中一点表示对时间的求导.可见，一个随时间振荡的电偶极子对应于一个电流源 

    ( , tj r )= ( )tp ( ) r  

 

 

四维空间和电动力学 

设 K参照系相对于 K 参照系沿 x 轴以速度 v 相对运动，则四维坐标 ( , )x ict  x 的变

换关系为 x L x  
  .其中， L 组成洛仑兹变换矩阵 



0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0

i

L

i

 

 

 
 
 
 
   

，
2 2

1
,

1 /

v

c v c
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x


 在洛仑兹变换下不变，因为洛仑兹变换矩阵是正交矩阵.不过，
4

2

1

x


 并不是“标准”

的内积(inner product)，因为 
4

2 2 2 2 2 2

1 2 3

1

x x x x c t


    并不正定，四维空间中两事件的“间

隔”可以为负值——赝内积空间(pseudo-inner product space). 

洛仑兹变换 L 是正交变换， TL L I ；但不是幺正变换： L L I  . 

 

    四维矢量的例子. 

四维时空中的矢量： ( ,i )x ct  x  

四维电流密度矢量： ( ,i )J c  J  

四维电磁势矢量： ( ,i / )A c  A  

四维动量能量矢量： ( ,i / )P E c  p  

    每一个分量都可以是复数. 

 

 

将电磁场与电磁势之间的关系式 

 B A，  
t




  


A
E                                (1) 

统一地写成四维形式： 

AA
F

x x




 


 
 

. 

F称为电磁张量(electromagnetic tensor): 

3 2 1

3 1 2

2 1 3

1 2 3

0 i /

0 i /

0 i /

i / i / i / 0

B B E c

B B E c
F

B B E c

E c E c E c



  
 
  

  
  
 

 

从方程(1)出发，将电场和磁场分为横场部分和纵场部分的迭加： 

,l t l t   E E E B B B  

此处的横场指与垂直，纵场则是与平行.横场部分和纵场部分是相互垂直的.相应地，

矢势
l t A A A 也分为横场部分和纵场两部分.所谓纵场部分，就是满足 0l A 的部分.



代入(1)式，得到 

1 1
,

t t

t l
t l

c t c t


  

 
    

 

B B A

A A
E E

 

电场和磁场的横场部分只与 A 的横场部分有关.E 的纵场部分只与标量势和矢量势的纵

场相关.故对它们作变换： 

1
,l l

c t


  


    


A A  

仍能满足上面的式子.这个变换就是规范变换.注意，矢势的横向部分是不参与这个变换

的，如果参与了，就不是规范变换了.规范变换不改变电场 E 和磁场 B，所有电磁场的

物理量都保持不变.这就是规范不变性. 

    电磁场中很多情形下取洛仑兹规范： 

2

1
0

c t


  


A  

写成四维形式： 

0A




   

即四维散度为零. 
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方程中包含了四维势矢量的概念， ( ,i / )A c  A 即矢势与标势组成.将方程写为四维形

式的好处是，可以证明各方程在洛仑兹变换下保持形式不变. 

以后(第一章第 7 节)我们将看到，麦克斯韦方程组也可以利用变分法来推导出来. 

 

请大家自己回去回顾复变函数中利用留数定理计算积分的内容. 

 

问题： 

1. 计算 ( 1)( 1) ?    

一方面： ( 1)( 1) 1 1     

    另一方面： ( 1)( 1) 1 1 i i 1          

为什么会出现这个矛盾，其中哪个是正确的？ 

    2. 2 2( i0 )z x a   ，其中，a 是个实数.判断：当 x 在整个实轴上变化时，z 在复

平面的上半平面或者下半平面. 

 


