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本章研究对象及目标

设F为定义在区间[a, b]上的函数所组成的线性空间，Φ为F中的一个集
合。

函函函数数数逼逼逼近近近：对于f ∈ F , 求p ∈ Φ，使得

f − p 在某种意义下最小。

常用的函数空间：

F = L2[a, b], C[a, b], Φ =多项式、有理分式或者三角多项式等。

研究不同函数空间，不同距离下的最佳逼近。
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正交多项式

线性无关多项式

ϕ0, ϕ1, · · · , ϕn 在空间C[a, b]上线性无关：

n∑
j=0

ajϕj(x) = 0,∀x ∈ [a, b], ⇔ aj = 0, ∀j = 0, 1, · · · , n.

定理

设ϕj ∈ Pj , j = 0, 1, · · · , n, 则{ϕj}在C[a, b]上线性无关。

推论：若ϕj ∈ Pn, j = 0, 1, · · · , n是线性无关的多项式组，则对任意
的f ∈ Pn, 存在唯一{aj}nj=0, 使得

f(x) = a0ϕ0(x) + · · ·+ anϕn(x)
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正交多项式

正交多项式

设ρ为[a, b]上的权函数，定义f, g ∈ C[a, b]的内积为

(f, g) =

∫ b

a
ρ(x)f(x)g(x)dx ⇒ f, g 关于ρ正交。

设ϕn为首项系数为an 6= 0的n次多项式，称多项式序列{ϕn}正交，若

(ϕi, ϕj) =

{
0, if i 6= j

Ai, if i = j

ϕn为n次正交多项式。

利用正交化方法，可以对任意的线性无关多项式组{ψj}nj=0进行正交化。
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正交多项式

考虑ψj = xj , j = 0, 1, · · · , n, 对{ψj}正交化的序列为{ϕj}, 则有：
ϕj ∈ Pj 且首项系数为1

任何k次多项式都可以由ϕ0, · · · , ϕk唯一线性表出
(ϕk, ϕj) = 0, ∀j < k.

定理

设ϕn, n ≥ 0是C[a, b]上的正交多项式组，则n次正交多项式ϕn在(a, b)上
由n个不相同的零点。
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正交多项式

定理

设ϕn, n ≥ 0是C[a, b]上的正交多项式组,则有如下递推关系：

ϕn+1(x) = (αnx+ βn)ϕn(x) + γn−1ϕn−1(x),

其中ϕ−1 ≡ 0, an为ϕn的首相系数，且

αn =
an+1

an
, βn = −αn(xϕn, ϕn)

(ϕn, ϕn)
, γn−1 = −αn(ϕn−1, xϕn)

(ϕn−1, ϕn−1)
. (1)

简化形式：

γn−1 = −an−1an+1

a2
n

(ϕn, ϕn)

(ϕn−1, ϕn−1)

推论： ϕn+1与ϕn不能由公共零根。
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正交多项式

定理

设ϕn, n ≥ 0是C[a, b]上的正交多项式组, 则有

(x− y)

n∑
k=0

ϕk(x)ϕk(y)

σk
=

1

αnσn
[ϕn+1(x)ϕn(y)− ϕn+1(y)ϕn(x)],

其中σk = (ϕk, ϕk), ϕ−1 ≡ 0, αn由(1)给出。
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正交多项式

Legendre多项式

区间[a, b] = [−1, 1], 权函数ρ(x) ≡ 1, 由此构造的正交多项式Pn:{
P0(x) = 1,

Pn(x) = 1
2nn!

dn

dxn [(x2 − 1)n], n ≥ 1

基本性质：

正交性：(Pn, Pm) =

{
0, if n 6= m

2
2n+1 , if n = m

递推式：(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)

奇偶性：Pn(−x) = (−1)nPn(x)

Pn在开区间(−1, 1)上有n个不同零点。
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正交多项式

Laguerre多项式

区间[a, b] = [0,+∞), 权函数ρ(x) = e−x, 由此构造地正交多项式Ln:

Ln(x) = ex
dn

dxn
(xne−x), n = 0, 1, · · · ,

基本性质：

正交性： ∫ +∞

0
e−xLn(x)Lm(x)dx =

{
0, if m 6= n,

(n!)2, if m = n.

递推性：L0(x) = 1, L1(x = 1− x), 相应的递推关系为

Ln+1(x) = (1 + 2n− x)Ln(x)− n2Ln−1(x), n = 1, 2, · · · .
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正交多项式

Hermite多项式

区间[a, b] = (−∞,+∞), 权函数ρ(x) = e−x
2
, 由此构造地正交多项式Hn:

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2
, n = 0, 1, · · · .

基本性质：

正交性 ∫ +∞

−∞
e−x

2
Hm(x)Hn(x)dx =

{
0, if m 6= n,

2nn!
√
π, if m = n.

递推性： H0(x = 1), H1(x) = 2x, 相应的递推关系为

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n = 1, 2, · · · .
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Chebyshev多项式
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Chebyshev多项式

Chebyshev多项式

区间[a, b] = [−1, 1, 权函数ρ(x) = 1√
1−x2 , 由此构造地正交多项式Tn:

Tn(x) = cos(n arccos(x)), n ≥ 0.

正交性：

(Tn, Tm) =

∫ 1

−1

1√
1− x2

Tn(x)Tm(x)dx =


0, if n 6= m,
π
2 , if n = m 6= 0,

π, if n = m = 0.

证明：令x = cos θ, dx = − sin θdθ.

奇偶性：Tn(−x) = (−1)nTn(x), n = 0, 1, 2, · · · .
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Chebyshev多项式

递推关系
Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, · · · .

Tn的首项系数为2n−1, n = 1, 2, · · · .

Tn在(−1, 1)内有n个不同零点：

xk = cos

(
(2k − 1)π

2n

)
, k = 1, 2, · · · , n.

Tn的极值点为

x̄k = cos

(
kπ

n

)
, Tn(x̄k) = (−1)k, k = 0, 1, · · · , n.
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Chebyshev多项式

极小化性质

设
T̃0(x) = T0(x), T̃n(x) = Tn−1(x)/2n−1

设P̄n为所有次数小于或等于n的、首项系数为1的多项式。

定理

有如下关系：

max
x∈[−1,1]

|T̃n(x)| ≤ max
x∈[−1,1]

|ϕn(x)|, ϕn ∈ P̄n

且有maxx∈[−1,1] |T̃n(x)| = 1/2n−1.
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Chebyshev多项式

在区间[−1, 1]上的n次Lagrange插值多项式的余项为

Rn(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)︸ ︷︷ ︸

wn+1(x)∈P̄n+1

⇒ max
x∈[−1,1]

|Rn(x)| ≤ 1

(n+ 1)!
‖f (n+1)‖∞ max

x∈[−1,1]
|wn+1(x)|

由Chebyshev多项式的极小化性质可知：

1

2n
= max

x∈[−1,1]
|T̃n(x)| ≤ max

x∈[−1,1]
|wn+1(x)|

因此，取x0, · · · , xn为T̃n(x)的零点(可以有效抑制龙格现象)，则有

max
x∈[−1,1]

≤ 1

2n(n+ 1)!
‖f (n+1)‖∞

推广：如何求区间[a, b]上的极小多项式？
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函数的最佳平方逼近
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函数的最佳平方逼近

最佳平方逼近的概念

定义L2
ρ[a, b]

L2
ρ[a, b] =

f : ‖f‖2 =

√∫ b

a
ρ(x)[f(x)]2dx <∞

 .

记Φ = Span{ϕ0, · · · , ϕn}为L2
ρ[a, b]上的n+ 1维线性子空间。

f在Φ下的最佳平方逼近s∗ ∈ Φ为

‖f − s∗‖2 = inf{‖f − s‖2|s ∈ Φ}. (2)
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函数的最佳平方逼近

s ∈ Φ等价于

s = a0ϕ0 + a1ϕ+ · · ·+ anϕn, a0, a1, · · · , an ∈ R.

极小化问题(2)等价于

min
a
F (a0, a1, · · · , an) :=

∫ b

a
ρ(x)

 n∑
j=0

ajϕj(x)− f(x)

2

dx

⇔


(ϕ0, ϕ0) (ϕ0, ϕ1) · · · (ϕ0, ϕn)
(ϕ1, ϕ0) (ϕ1, ϕ1) · · · (ϕ0, ϕn)

: : :
(ϕn, ϕ0) (ϕn, ϕ1) · · · (ϕn, ϕn)


︸ ︷︷ ︸

Gram矩阵A


a0

a1

:
an

 =


(f, ϕ0)
(f, ϕ1)

:
(f, ϕn)

 (3)
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函数的最佳平方逼近

n次最佳平方逼近多项式

区间[a, b] = [0, 1], Φ = Span{1, x, · · · , xn}, ρ(x) = 1

(ϕj , ϕk) =

∫ 1

0
xk+jdx =

1

k + j + 1

则公式(3)中的Gram矩阵为Hilbert矩阵，即

A = Hn+1(0, 1) =


1 1/2 · · · 1/(n+ 1)

1/2 1/3 · · · 1/(n+ 2)
: : :

1/(n+ 1) 1/(n+ 2) 1/(2n+ 1)
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函数的最佳平方逼近

正交函数组的最佳平方逼近

若Φ是正交函数组，则Gram矩阵是对角矩阵，则最佳平方逼近为

s∗n =

n∑
j=0

1

‖ϕj‖22
(f, ϕj)ϕj

广广广义义义Fourier级级级数数数：：： 设f ∈ L2
ρ[a, b], ψj ∈ L2

ρ[a, b], j = 0, 1, · · ·为正交函数
组，则有

aj = (f, ψj)︸ ︷︷ ︸
广义Fourier系数

,

∞∑
j=0

ajψj(x)︸ ︷︷ ︸
广义Fourier级数
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函数的最佳平方逼近

重重重要要要不不不等等等式式式：：：

‖f − s∗n‖22 = ‖f‖22 −
n∑
j=0

(
(f, ψj)

‖ψj‖2

)2

⇒
n∑
j=0

(a∗j‖ψj‖2)2 ≤ ‖f‖22 (Bessel 不等式)

重重重要要要定定定理理理：：： limn→∞ ‖f − s∗n‖2 = 0.

Parseval等式：

‖f‖22 =
∞∑
j=0

(
(f, ψj)

‖ψj‖2

)2
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函数的最佳平方逼近

Legendre多项式最佳平方逼近

设[a, b] = 1, ρ(x) = 1, Φ = Span{P̃0, P̃1, · · · , P̃n}为首项系数
为1的Legendre多项式并使得(P̃i, P̃j) = δij .

重重重要要要定定定理理理：：： ∫ 1

−1
P̃n(x)2dx = ‖P̃n‖22 = min

Qn∈P̄n

‖Qn‖22

推推推论论论：：： 如果f ∈ L2[a, b], 作变量代换

x =
b− 1

2
t+

b+ a

2
, t ∈ [−1, 1]

令g(t) = f( b−1
2 t+ b+a

2 ) ,则考虑g ∈ L2[−1, 1]上的最佳平方逼近。
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