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常微分方程初值问题

常微分方程初值问题

许多常见、重要的自然科学和人文科学及工程技术中许多问题都可以用
常微分方程 (组) 初值问题来描述. 通常来说这些问题不能写出其解的解
析表达式，因此需要用数值方法求解.

考虑如下一阶非线性常微分方程初值问题{
dy
dt = f(t, y)
y(0) = y0

(1)

若满足

|f(x, y1)− f(x, y2)| 6 L|y1 − y2| (x, y1), (x, y2) ∈ D (2)

则称 f 关于变量 y 满足 Lipschitz 条件，L 称为 f 的 Lipschitz 常数.

包承龙 (YMSC) 《数值分析》第九章 2019 年 12 月 15 日 4 / 32



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

常微分方程初值问题

常微分方程初值问题

适定性
如果初值问题 (2) 满足
存在唯一解；
对于任给的 ϵ > 0，存在正数 δ⋆，使得当 |ϵ0| < δ⋆ 时，在 [x0, b] 上
δ 连续，且 ||δ|| < δ⋆ 时，初值问题{

zx = f(x, z) + δ, x ∈ [x0, b]
z(0) = z0 + ε0

(3)

存在唯一解，且 ∀x ∈ [x0, b]，都有 ||z − y|| < ϵ，则称初值问题 (2)
是适定的.

定理
设 D = [x0, b]× R，f 在 D 上连续并满足 Lipschitz 条件，那么初值问题
(2) 是适定的.
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Euler 方法求解方程

Euler 方法求解方程

若已知初值 y(t0) = y0，若 y(t) 充分光滑，由 Tayler 展开

y (t1) = y (t0 + h) = y (t0) + hy′ (t0) +
h2
2

y′′(ξ), ξ ∈ (t0, t1) (4)

舍去高阶项可以得到 y(t1) ≈ y0 + hf(t0, y0).
有了 y0 后可以继续求解下去，得到{

yn+1 = yn + hf(tn, yn)

y0 = y(t0)
(5)

此即 Euler 方法. 当 y(t0) 已知时此为显式方法，且该迭代步骤是单步的，
被称为显式单步法.
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Euler 方法求解方程

Euler 方法求解方程

还可以从积分形式来推导 Euler 方法：
由初值问题的等价形式

y(t) = y0 +
∫ t

t0
f(s, y(s))ds (6)

可得

y (t1) = y0 +
∫ t1

t0
f(s, y(s))ds (7)

之后若用左侧积分公式计算可得

y1 = y0 + hf (t0, y0) (8)

即 Euler 方法.
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Euler 方法求解方程

Euler 方法求解方程——隐式方法
若在式 (7) 中使用右侧积分公式，可以得到

yn+1 = yn + hf (tn+1, yn+1) (9)

该方法被称为后退 Euler 方法或隐式 Euler 法. 此时如果 f(t, y) 为关于 y
的非线性函数，则该隐式 Euler 法需要迭代求解. 可以先用显式 Euler 法
给出初值，然后使用 Picard 迭代

y(0)n+1 = yn + hf (tn, yn)

y(1)n+1 = yn + hf
(

tn, y(0)n+1

)
· · · · · ·

y(k+1)
n+1 = yn + hf

(
tn, y(k)n+1

) (10)

当
∣∣∣y(k+1)

n+1 − y(k)n+1

∣∣∣ < ε 时停止迭代，输出 yn+1 = y(k+1)
n+1 .
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Euler 方法求解方程——隐式方法

对该迭代法，若假设 f(t, y) 关于 y 满足 Lipschitz 条件

|f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ L |y1 − y2| (11)

则有估计 ∣∣∣yn+1 − y(k+1)
n+1

∣∣∣ = h
∣∣∣f (tn+1, yn+1)− f

(
tn, y(k)n+1

)∣∣∣
≤ Lh

∣∣∣yn+1 − y(k)n+1

∣∣∣ ≤ · · ·

≤ (Lh)k+1
∣∣∣yn+1 − y(0)n+1

∣∣∣
(12)

这说明只要 Lh < 1，该迭代法就会收敛.
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Euler 方法求解方程

Euler 方法求解方程——梯形方法与改进 Euler 法

对于积分 (7) 如果使用梯形公式计算

yn+1 = yn +
h
2
[f (tn, yn) + f (tn+1, yn+1)] n ≥ 0 (13)

该方法被称为梯形法，其也是一种隐式格式，可以通过迭代的方式求解，
其 Picard 迭代公式为y(0)n+1 = yn + hf (tn, yn)

y(k+1)
n+1 = yn +

h
2

[
f (tn, yn) + f

(
tn+1, y(k)n+1

)]
k = 0, 1, · · ·

(14)

可以证明，其迭代收敛条件为 Lh/2 < 1.
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Euler 方法求解方程——梯形方法与改进 Euler 法

以上每次计算都要计算非线性函数 f(t, y) 的值，如果每一步时间步都计
算多次的话，这个计算量会较大.
而如果我们用 Euler 法提供初值的一个预估之后，在进行迭代校正，这
将加快计算速度. 该方法被称为改进的 Euler 法. 其迭代步骤为{

ȳn+1 = yn + hf (tn, yn)
yn+1 = yn +

h
2 [f (tn, yn) + f (tn+1, ȳn+1)]

(15)

将一式带入二式可以得到

yn+1 = yn +
h
2
[f (tn, yn) + f (tn+1, yn + hf (tn, yn))] (16)

可以看到，该方法为一种显式单步法.

包承龙 (YMSC) 《数值分析》第九章 2019 年 12 月 15 日 12 / 32



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

显式单步法

目录

1 常微分方程初值问题

2 Euler 方法求解方程

3 显式单步法

4 线性多步法

5 线性多步法的相容性、收敛性与稳定性

包承龙 (YMSC) 《数值分析》第九章 2019 年 12 月 15 日 13 / 32



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

显式单步法

显式单步法

对之前提到的改进 Euler 法

yn+1 = yn +
h
2
[f (tn, yn) + f (tn+1, yn + hf (tn, yn))] (17)

如果将其表示为 yn+1 = yn + hφ(xn, yn; h) 的形式，则

φ(x, y; h) = 1

2
[f(x, y) + d(x + h, y + hf(x, y))] (18)

这里 φ(x, y; h) 被称为增量函数.

对迭代法算出的值 {yn}，其与真值的差 en = y(xn)− yn 被称为整体截断
误差；而若假设前 n 步都精确的情况下，计算一步的误差

T(x, y; h) = y(x + h)− y(x)− hφ(x, y(x); h) (19)

Tn+1 = t(xn, y(tn); h) 被称为局部截断误差.
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显式单步法——相容性

相容性
如果

lim
h→0

1

hT[t, y(t); h] = 0 (20)

即差分格式收敛到常微分方程，则称该格式与原格式相容. 而若存在常
数 k 使得

|T(x, y; h)| 6 khp+1 (21)

则称其为 p 阶相容格式.

定理
单步法 yn+1 = yn + hφ (tn, yn; h) 相容的充分必要条件是

lim
h→0

φ(t, y; h) = f(t, y) (22)
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显式单步法——收敛性

收敛性
设 T = Nh，tn = nh，令

E(h) = max
0≤n≤N

|εn| ≡ max
0≤n≤N

|y (tn)− yn| (23)

如果 limh→0 E(h) = 0，则称单步法是收敛的. 如果 ∀h ∈ (0, h0]，都存在
常数 C > 0s.t.E(h) < Chp，则称单步法是 p 阶收敛的.

收敛性与相容性的关系
设单步法 yn+1 = yn + hφ (tn, yn; h) 的增量函数 φ(x, y; h) 是连续函数，
且关于 y 满足 Lipschitz 条件，即

|ϕ (t, y1; h)− ϕ (t, y2; h)| 6 L |y1 − y2| (24)

则单步法收敛的充分必要条件是该单步法是相容的.
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Runge-Kutta 方法

Runge-Kutta 方法是通过不同点上函数值的不同组合来提高方法的精度，
其基本形式为

yn+1 = yn + hφ(xn, yn; h) (25)

其中

φ(x, y; h) =
s∑

i=1

biki (26)

ki = f(xn + cih, yn + h
i∑

j=1

aijkj) (27)

这里设 ci =
∑i

j=1 aij 为行和条件.
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显式单步法

Runge-Kutta 方法——待定系数法

可以通过待定系数法求解.
s = 1 时，其为最简单的 Ruler 法 yn+1 = yn + hf (tn, yn)；
s = 2 时，有条件 c1 + c2 = 1 及 a2c2 = 1/2. 其自然有无穷多组解，最常
用的为以下两种格式：
显示中点格式：c1 = 0，c2 = 1，a2 = 1/2，此时

yn+1 = yn + hf
(

tn +
h
2
, yn +

h
2

fn
)

(28)

改进 Euler 法：c1 = c2 = 1/2，a2 = 1，此时

yn+1 = yn +
h
2
[fn + f (tn + h, yn + hfn)] (29)
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Runge-Kutta 方法——待定系数法

s = 4 时，由显式条件及相容性

a1 = 0, a2 = b21, a3 = b31 + b32, a4 = b41 + b42 + b43 (30)

再比较 φ 和 φ̃ 的值，得到一组公式. 其也有无穷多组解，最常用的为一
组特殊值

a =

(
0,

1

2
,
1

2
, 1

)
, c =

(
1

6
,
1

3
,
1

3
,
1

6

)
b21 =

1

2
,b31 = 0, b32 =

1

2
, b41 = 0 = b42, b43 = 1

(31)

该方法为经典的 4 阶 Runge-Kutta 方法.
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Runge-Kutta 方法——隐式法
也可以采用隐式的 Runge-Kutta 法，对之前的积分
y (si) = y (tn) +

∫ si
tn

f(t, u(t))dt 利用 sj 上的值进行估计，得到

y (si) = y (tn + aih) ≈ yn + h
s∑

i=1

bijf (sj, y (sj)) (32)

将 Kj 带入即得到隐式 Runge-Kutta 方法
yn+1 = yn +

s∑
i=1

ciKi

Ki = f

tn + hai, yn + h
s∑

j=1

bijKj

 (33)

隐式法的缺点在于无法显式计算上面的 Kj，通常需要求解一个非线性方
程组才能得到.
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线性多步法

在单步法中我们利用插值来计算 Kj，而若我们已经知道了多个节点的值
yj，j = 1, · · · , k − 1 后，我们可以利用现有的 e 函数进行插值，而不需
要引入新的节点，该方法被称为线性多步法.

多步法的一般形式可以表示为

k∑
j=0

αjyn+j = h
k∑

j=0

βjf (tn+j, yn+j) (34)

这里一般设 βk ̸= 0，因若 βk = 0 则其退化为显示格式.
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线性多步法

对于多步法，同样地可以计算其局部截断误差

T [y (tn) ; h] =
k∑

j=0

[αjy (tn+j)− hβjf (tn+j, y (tn+j))] (35)

将其在 tn 处做 Taylor 展开，可以得到

T [y (tn) ; h] = c0y (tn) + c1hy′ (tn) + · · ·+ cphpy(p) (tn) + · · · (36)

可以得到

c0 = α0 + α1 + · · ·+ αk
c1 = α1 + 2α2 + · · ·+ kαk − (β0 + β1 + · · ·+ βk)
· · · · · ·
cp = α1+2pα2+···+kpαk

p! − β1+2p−1β2+···+kp−1βk
(p−1)!

· · · · · ·

(37)
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线性多步法

线性多步法

这里若 c0 = · · · = cp = 0，cp+1 ̸= 0，则称该多步法为 p 阶方法，其局
部截断误差为

T [y (tn) ; h] = cp+1hp+1y(p+1) (ξn) (38)
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线性多步法

线性多步法——数值积分

也可以通过数值积分的方法进行推导. 将常微分方程 (3) 在
[tn+k−1, tn+k] 上积分得到

y (tn+k) = y (tn+k−l) +

∫ tn+k

tn+k−l

f(t, y(t))dt (39)

然后通过插值节点的各种插值多项式代替被积函数 f(t, y(t)) 可以得到各
种各样的线性多步法.

若取 k = l = 4，得到

y (tn+4) = y (tn) +

∫ tn+4

tn
f(t, y(t))dt (40)

并取 f(t, y(t)) 在 tn+1，tn+2，tn+3 上的值进行二次插值，得到

L2(t) =
2∑

j=0

f (tn+1+j, y (tn+1+j)) lj(t) (41)
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线性多步法

线性多步法——Milne 方法

将其代替 f(t, y(t)) 并积分可以得到∫ tn+4

tn
L2(t)dt = 4h

3
[2fn+1 − fn+2 + 2fn+3] , ẊZ, fm = f (tm, ym) (42)

因而得到格式

yn+4 = yn +
4h
3

[2fn+1 − fn+2 + 2fn+3] (43)

该格式被称为 Milne 方法，其局部截断误差为

Tn+4 =
14

45
h5y(5) (tn) +O

(
h6
)

(44)

因而其为四阶方法.
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线性多步法

线性多步法——Adams 方法
如果取 l = 1，得到

y (tn+k) = y (tn+k−1) +

∫ tn+k

tn+k−1

f(t, y(t))dt (45)

如果利用 f(tn−k+1), · · · , f(tn) 上的值构造 k − 1 阶多项式 Lk−1(t) 代替 f，
可以得到 Adams 外插格式

yn+k = yn+k−1 + h
k−1∑
j=0

βjfn+j (46)

而如果利用 f(tn+k), · · · , f(tn) 上的值构造 k 阶多项式 L̃k(t) 代替 f。可以
得到 Adams 内插格式

yn+k = yn+k−1 + h
k∑

j=0

β̃jfn+j (47)
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线性多步法的相容性

利用截断误差的定义，如果

T [y (tn) ; h] =
k∑

j=0

[αjy (tn+j)− hβjf (tn+j, y (tn+j))] = cp+1hp+1y(p+1) (ξn)

(48)
则称多步法是 p 阶相容的.

如果引入第一、第二特征多项式

ρ(λ) =

k∑
j=0

αjλ
j, σ(λ) =

k∑
j=0

βjλ
j (49)

可以证明，多步法 (34) 与 (3) 相容，当且仅当 ρ(1) = 0，且 ρ′(1) = 1.
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线性多步法的收敛性

收敛性
称多步法 (34) 是收敛的，如果存在不依赖于 h 的常数 C 及 h0, ε > 0，
s.t.∀h ∈ (0, h0) 及任两组不同初值得到的解 {ui} 和 {vn}，当
max0≤j≤k−1 |uj − vj| < ε 时，就有

max
nh≤T

|un − vn| ≤ C max
0≤j≤k−1

|uj − vj| (50)
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线性多步法的相容性、收敛性与稳定性

线性多步法的收敛性

Gronwall 不等式
设 |ξj| 是 R 中数列并满足，对于常数 A > 0 和 B > 0 有

|ξj| 6 A
j−1∑

m=0

|ξm|+ B j = 1, 2, · · · (51)

则有不等式
|ξj| 6 (A|ξ0|+ B)e(j−1)A j = 1, 2, · · · (52)

利用 Gronwall 不等式可以证明

多步法收敛的充要条件
多步法 (34) 收敛，当且仅当第一多项式 ρ(λ) 满足根条件：ρ(λ) 的根都
在单位圆内，且在单位圆周上的根全为单根.
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线性多步法的稳定性

绝对稳定性
称线性多步法 (34) 关于 h̄ = µh 是绝对稳定的，如果特征方程的根都在
单位圆周内，即

λj(h̄) < 1 j = 1, · · · , k (53)

绝对稳定性的必要条件
若多步法 (34) 是相容且对初值稳定的格式，且 h → 0 时关于 h̄ = µh 绝
对稳定，则必有 Re(µ) < 0.

相对绝对稳定性
称多步法 (34) 是相对稳定的，如果特征方程的根满足
λ1(h̄) = eh̄ +O

(
hp+1

)
，且∣∣λ1(h̄)

∣∣ > ∣∣λj(h̄)
∣∣ j = 2, · · · , k (54)
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