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本章研究对象及目标

对于矩阵A ∈ Rn×n, 求特征值λ ∈ C及x ∈ Cn,满足

Ax = λx

特征多项式

p(λ) = det(λI−A) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1 + a0 := q(λ)

q(λ)是矩阵


0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1

1 · · · 0 −a2
. . . : :

1 −an−1


︸ ︷︷ ︸
Hessenberg矩矩矩阵阵阵–QR方方方法法法求求求解解解

的特征多项式。
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特征值估计和扰动

特征值估计

设σ(A)为A的所有特征值集合：在复平面中，σ(A)位于半径为‖A‖的圆
盘内。

定理 (Gershgorin定理)

设A = [aij ] ∈ Cn×n, 则对任意λ ∈ σ(A)，有λ ∈ ∪ni=1Di, 其中Di是复平
面上以aij为中心，ri =

∑
j=1,j 6=i |aij |为半径的圆盘，即

Di = {z||z − aii| ≤ ri, z ∈ C} (1)

设D = Diag(a11, a22, . . . , ann), 有

(A−D)x = (λI−D)x⇒ ‖x‖∞ ≤ ‖(λI−D)−1(A−D)‖∞‖x‖∞
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特征值估计和扰动

定理

在由(1)所表示的n个圆盘中，有m个圆盘构成一个连通区域S，且与其
余n−m个圆盘严格分离，则S中恰有m个特征值。

若m = 1,则说明每个孤立的圆盘内恰有一个特征值。

取B = Diag(b1, b2, . . . , bn), 其中bi 6= 0, 则A与B−1AB相似，
且B−1AB的Gershgorin圆盘的半径为

n∑
j=1,j 6=i

∣∣∣∣aijbjbi

∣∣∣∣
例：A =

 0.9 0.01 0.12
0.01 0.8 0.13
0.01 0.02 0.4

⇒ |λ1 − 0.9| ≤ 0.022, |λ2 − 0.8| ≤

0.023, |λ3 − 0.4| ≤ 0.03

包承龙 (丘成桐数学科学中心) 特征值问题的数值方法 5 / 37



特征值估计和扰动

特征值扰动

定理

设µ ∈ σ(A + E), 且 X−1AX = D = Diag(λ1, λ2, . . . , λn),X ∈ Cn×n,则

min
λ∈σ(A)

|λ− µ| ≤ ‖X−1‖‖X‖‖E‖

设µ /∈ σ(A), 则有

A + E− µI = X[D− µI + X−1EX]X−1 ⇒ D− µI + X−1EX非非非奇奇奇异异异

存在非零向量y，使得 y = −(D− µI)−1(X−1EX)y

‖X‖‖X−1‖: 特征值问题的条件数

A为正规矩阵(AAH = AHA), 则可取X为酉矩阵，‖X‖2‖X−1‖2 = 1。
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特征值估计和扰动

若A ∈ Cn×n为非正规矩阵，则A可能对某些特征值敏感。

设λ ∈ σ(A), x, y分别为右、左特征向量：

Ax = λx, yHA = λyH

存在可微函数x(ε)与λ(ε)满足x(0) = x, λ(0) = λ,

(A + εF)x(ε) = λ(ε)x(ε), ‖F‖2 = 1

⇒ Aẋ(0) + Fx = ˙λ(0)x + λẋ(0)

⇒ |λ̇(0)| = yHFx

yHx
≤ 1

|yHx|︸ ︷︷ ︸
1

S(λ)

S(λ)称为关于特征值λ的条件数。
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正交变换和矩阵因式分解
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正交变换和矩阵因式分解

Householder变换

设w ∈ Rn且‖w‖ = 1, 称矩阵

P = I− 2ww>, (Householder 矩矩矩阵阵阵)

P对称，且正交 ⇒ ‖Px‖2 = ‖x‖2
设S为过原点且与w垂直的平面，∀v ∈ Rn，存在v1 ∈ S, v2 ∈ S⊥,
满足v = v1 + v2, 有

Pv1 = v1, Pv2 = −v2 ⇒ Pv = v1 − v2︸ ︷︷ ︸
初初初等等等镜镜镜面面面反反反射射射

任给x 6= y且‖x‖2 = ‖y‖2, 存在Household矩阵P, 使得y = Px
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正交变换和矩阵因式分解

Givens变换

记c = cos θ, s = sin θ, 旋转矩阵J =

[
c s
−s c

]
J(i, k, θ) ∈ Rn×n是旋转矩阵，且有y = J(i, k, θ)x满足

yj = xj , j 6= i, k, yi = cxi + sxk, yk = −sxi + cxk

不妨设k > i。可以通过选取c, s, 使得yk = 0 。

若xk = 0, 则取c = 1, s = 0

若xk 6= 0, 则有{
t = xi

xk
, s = sign(xk)(1 + t2)−

1
2 , c = st, |xk| ≥ |xi|时,

t = xk
xi
, c = sign(xk)(1 + t2)−

1
2 , s = ct, |xk| < |xi|时.
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正交变换和矩阵因式分解

QR因式分解

定理

设A ∈ Rn×n, 则存在正交矩阵P, 使得 PA = R, 其中R是上三角矩阵。

定理

设A ∈ Rn×n，存在正交矩阵Q与上三角矩阵R，使得

A = QR

若A是非奇异的,且若规定R的对角元素大于0，则这种分解是唯一的。

QR分解计算：Householder变换、Givens变换、Gram-Schmidt正交化。
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正交变换和矩阵因式分解

Shur分解

定理

设A ∈ Cn×n, 则存在酉矩阵Q,使得QHAQ = T为上三角矩阵。

定理 (实Shur分解定理)

设A ∈ Rn×n, 则存在正交矩阵Q ∈ Rn×n，使得

Q>AQ =


R11 R12 · · · R1n

R22 · · · R2n

. . . :
Rnn


其中Rii是1× 1或者2× 2的，为A的特征值或者一对共轭的复特征值。
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（逆）幂迭代法
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（逆）幂迭代法

幂迭代法

设A ∈ Rn×n且可对角化，则有n个线性无关的特征向量xi满足

Axi = λixi, i = 1, 2, . . . , n

对任意的x(0), 存在αi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n 使得

x(0) = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn

若α1 6= 0, 有

Akx(0) = λk1

α1x1 +

n∑
i=2

αi

(
λi
λ1

)k
xi︸ ︷︷ ︸

→0,k→∞,若若若|λi|<|λ1|

≈ λk1α1x1
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（逆）幂迭代法

给定v(0) ∈ Rn, 幂法迭代公式为

z(k) = Av(k−1), mk = max(z(k)), v(k) =
z(k)

mk

其中max(z) = zi, |zi| = ‖z‖∞.

定理

若A有n个线性无关的特征向量，且对应的特征值满足

|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|,

若v(0)在x1方向的投影非零，则有

lim
k→∞

v(k) =
x1

max(x1)
, lim

k→∞
mk = λ1

λ1称为A的主特征值，x1称为主特征向量。
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（逆）幂迭代法

幂迭代法的收敛速度

|mk − λ1| ≈ K
∣∣∣∣λ2λ1
∣∣∣∣k , |mk+1 − λ1|

|mk − λ1|
≈
∣∣∣∣λ2λ1
∣∣∣∣

对于一般的矩阵A, 幂迭代法的分析则较为复杂。

加速技术：类似于Aitken方法，构造λ̄
(k)
1

λ̄
(k)
1 =

mkmk+2 −m2
k+1

mk+2 − 2mk+1 +mk
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（逆）幂迭代法

逆幂迭代法

将幂迭代法作用于A−1：

z(k) = A−1v(k−1)︸ ︷︷ ︸
求求求解解解Az(k)=v(k−1)

, mk = max(z(k)), v(k) =
z(k)

mk

在幂迭代定理的条件下，若

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn−1| > |λn| > 0, αn 6= 0

则有

lim
k→∞

v(k) =
xn

max(xn)
, lim

k→∞
mk = lim

k→∞

1

λn

[
1 +O

(∣∣∣∣λnλ1
∣∣∣∣k
)]

=
1

λn
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（逆）幂迭代法

原点位移逆幂迭代

如如如何何何通通通过过过逆逆逆幂幂幂迭迭迭代代代，，，找找找到到到特特特征征征值值值离离离q最最最近近近的的的特特特征征征值值值？？？

σ(A− qI) = {λ− q|λ ∈ σ(A)}

离q最近的特征值等价于A− qI模长最小的特征值，对矩阵(A− qI)−1做
逆幂迭代，有

z(k) = (A− qI)−1v(k−1)︸ ︷︷ ︸
求求求解解解(A−qI)z(k)=v(k−1)

, mk = max(z(k)), v(k) =
z(k)

mk

⇒ lim
k→∞

v(k) =
xi

max(xi)
, lim

k→∞
mk =

1

λi

q值的估计可以从Gerschgorin圆盘定理得到。
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（逆）幂迭代法

收缩方法

设|λ1| > |λ2| > |λ3| ≥ · · · ≥ |λn|，若已经计算完λ1，如何计算λ2？

存在Householder矩阵H, 使得 Hx1 = ke1, 其中k = ‖x1‖2, 则有

HAH−1e1 = λe1 ⇒ A2 = HAH−1 =

[
λ1 b>1
0 B2

]
且σ(B2) = {λ2, λ3, . . . , λn}, 对B2 ∈ Rn−1×n−1做幂迭代，有
B2y2 = λ2y2. 设z2 = [α,y>]>, 由

A2z2 = λ2z2 ⇒

{
λ1α+ b>1 y = λα

B2y = λ2y
⇒ y = y2, α =

b>1 y2
λ2 − λ1

有x2 = H−1z2是A对应λ2的特征向量。
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（逆）幂迭代法

设λ1的重数为1, 向量v满足v>x1 = 1, 则矩阵B = A− λ1x1v
> 有特征

值0, λ2, λ3, · · · , λn，对应的特征向量为x1,y2,y3, · · · ,yn，其中xi与yi满
足如下关系

xi = (λi − λ1)yi + λ1(v
>yi)x1, i = 2, 3, . . . , n

Wielandt收缩方法：

v =
1

λ1x1i
(ai1, ai2, . . . , ain)>, x1 = (x11, x12, . . . , x1n)>

有

v>x1 =
1

λ1x1i

n∑
i=1

aijx1j ⇒ B第第第i行行行元元元素素素全全全是是是零零零

则可以删去B的第i行与第i列。
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QR方法
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QR方法

QR方法

令A1 = A, 有如下迭代：

Ak = QkRk (QR分解), Ak+1 = RkQk (2)

QR迭代(2)有如下性质：

Ak+1 = Q>kAkQk

设Q̄k = Q1Q2 · · ·Qk, R̄k = RkRk−1 · · ·R1, 有

Ak+1 = Q̄>kAQ̄k, Ak = Q̄kR̄k

基基基本本本收收收敛敛敛到到到上上上三三三角角角矩矩矩阵阵阵：：：矩阵序列{Ak} 对角元素均收敛且严格下三角
元素收敛到0
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QR方法

引理

设Mk = QkRk, 其中Qk正交，Rk是正对角元素的上三角矩阵。
若Mk → I, 则有Qk → I, Rk → I

定理

设A的特征值满足|λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0, 矩
阵X = [x1,x2, . . . ,xn]的每一列是所对应的特征向量。设X−1 = LU, 其
中L为单位下三角，U为上三角，则QR方法产生的序列{Ak}基本收敛
到上三角矩阵，且有

lim
k→∞

a
(k)
ii = λi, i = 1, 2, . . . , n

一般情况下的QR方法收敛性较为复杂。
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QR方法

上Hessenberg矩阵

上上上Hessenberg矩矩矩阵阵阵：：： bij = 0, ∀i > j + 1. 若bi,i−1 6= 0, 则B为不可约的
上Hessenberg矩阵。

B =


? ? · · · ? ?
? ? · · · ? ?

? · · · ? ?
. . . : :

? ?


定理

设A ∈ Rn×n，则存在正交矩阵Q ∈ Rn×n，有B = Q>AQ为一个
上Hessenberg矩阵。
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QR方法

上Hessenberg矩阵形式不唯一，但具有如下性质。

定理 (隐式Q定理)

设Q, V均为正交矩阵，且有Q>AQ = H和V>AV = G均为
上Hessenberg矩阵。记k为hk+1,k = 0为最小整数，当H不可约时规
定k = n。如果q1 = v1, 则对i = 2, . . . , k有

qi = ±vi, |hi,i−1| = |gi,i−1|

若k < n，则gk+1,k = 0

G与H“本质上相同”，即G = D−1HD, D为对角矩阵且对角元素
为1或者−1
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QR方法

上Hessenberg矩阵的QR方法

用n− 1次Givens变换将H下三角元素变成0，即

U> = J(n− 1, n, θn−1) · · ·J(1, 2, θ1), U>H = R

可以验证，
H2 = RU

仍为上Hessenberg矩阵，即QR迭代法保持了上Hessenberg矩阵的结构形
式。
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QR方法

带原点位移的QR方法

对H的QR迭代方法的收敛速度取决于max
∣∣∣λj+1

λj

∣∣∣, 设H1 = H，有

Hk − µI = UkRk (Hk − µI的QR分解), Hk+1 = RkUk + µI

上述迭代有如下关系：

Hk+1 = RkUk + µI = U>k (UkRk + µI)Uk = U>kHkUk

⇒ Hk ∼ H, ∀k ∈ N

若µ ∈ σ(A), 则Hk − µI奇异，从而Rk对角线上必有零元素

可以证明|r(k)ii | ≥ |h
(k)
i+1,i|, i = 1, 2, · · · , n− 1. 若Hk不可约，则

有r
(k)
nn = 0, 从而Hk+1的最后一行为(0, · · · , 0, µ)
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QR方法

第一种带原点位移的QR迭代

取取取µk = h(k)nn , Hk − µkI = UkRk, Hk+1 = RkUk + µkI

取Ūk = U1U2 · · ·Uk, R̄k = RkRk−1 · · ·R1,有

Hk+1 = Ū>kH1Ūk, (Hk相似于H1)

(H1 − µk+1I)(H1 − µkI) · · · (H1 − µ1I) = Ūk+1Rk+1

第二种带原点位移的QR迭代

µk ∈ σ

([
h
(k)
n−1,n−1 h

(k)
n−1,n

h
(k)
n,n−1 h

(k)
nn

])

且µk更接近于h
(k)
nn

无法处理复共轭特征根
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QR方法

双重步QR方法

G =

[
hn−1,n−1 hn−1,n
hn,n−1 hnn

]
, µ1, µ2 ∈ σ(G)

若µ1 = µ̄2 ∈ C,

H− µ1I = U1R1 (H− µ1I复的QR分解), H1 = R1U1 + µ1I

H1 − µ2I = U2R2 (H1 − µ2I复的QR分解), H2 = R2U2 + µ2I
(3)

设s = µ1 + µ2 ∈ R, t = µ1µ2 ∈ R, 则(3)等价于

计计计算算算M = H2 − sH + tI, M = ZR(实实实QR分分分解解解) ,H2 = Z>HZ (4)

定定定理理理：：：若H为上Hessenberg矩阵，µ1, µ2 /∈ σ(H), 且H2由(4)得到，

则H2为上Hessenberg矩阵。
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对称矩阵的特征值问题
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对称矩阵的特征值问题

对称矩阵的性质

若A ∈ Rn×n且有A = A>

性质： 存在正交矩阵Q ∈ Rn×n，使得

Q>AQ = Diag(λ1, λ2, . . . , λn)

定理

设A = A>, 且λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn, 则有

λi = max
dim(W)=i

min
x∈W,x 6=0

(Ax,x)

(x,x)
= min

x∈Span{x1,...,xi},x 6=0

(Ax,x)

(x,x)

λi = min
dim(W)=n−i+1

max
x∈W,x 6=0

(Ax,x)

(x,x)
= max

x∈Span{xi,...,xn},x 6=0

(Ax,x)

(x,x)
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对称矩阵的特征值问题

定理 (扰动性质)

设A, E为对称矩阵，有

σ(A) = {λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn}
σ(E) = {v1 ≥ v2 ≥ · · · ≥ vn}

σ(A + E) = {µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn}

则有λi + vn ≤ µi ≤ λi + v1, ∀i = 1, 2, . . . , n

推论：|λi − µi| ≤ ρ(E) ≤ ‖E‖2, ∀i = 1, 2, . . . , n

定理

设A = A>, B = P>AP, 其中P是正交矩阵，则有‖B‖F = ‖A‖F
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对称矩阵的特征值问题

Rayleigh商迭代法

A ∈ Cn×n，x ∈ Cn, x 6= 0, 定义

R(x) =
(Ax,x)

(x,x)
, (Rayleigh商)

性质： R(x) = minλ∈C ‖(A− λI)x‖2
因此，若v近似一个特征向量，则R(v)近似相应的特征值。

Rayleigh商商商迭迭迭代代代法法法：：： 给定v(0) ∈ Rn且‖v(0)‖2 = 1

µk = R(v(k)), 解(A− µkI)y(k+1) = v(k), v(k+1) = y(k+1)/‖y(k+1)‖2
(5)

可以证明，(5)是三次收敛的。
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对称矩阵的特征值问题

古典Jacobi方法

利用Givens变换（Jacobi旋转矩阵）,使得off(A)变为0。

off(A) =

n∑
i,j=1,i 6=j

a2ij = ‖A‖2F −
n∑

i=1

a2ii

考虑J = J(p, q, θ), 则B = JAJ−1有

bpp = appc
2 + aqqs

2 + apq sin 2θ,

bqq = apps
2 + aqqc

2 − apq sin 2θ

bpq = bqp =
1

2
(aqq − app) sin 2θ + apq cos 2θ

⇒
b2pp + b2qq + 2b2pq

=a2pp + a2qq + 2a2pq

bip = bpi = aipc+ aiqs, i 6= p, q

biq = bqi = −aips+ aiqc, i 6= p, q

bij = aij , otherwise

⇒ b2ip + b2iq = a2ip + a2iq
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对称矩阵的特征值问题

off(B) = ‖B‖2F −
n∑
i=1

b2ii = ‖A‖2F −
n∑

i 6=p,q
a2ii − (b2pp + b2qq)

= ‖A‖2F −
n∑
i=1

a2ii + (a2pp + a2qq − b2pp − b2qq)

= off(A)− 2a2pq + 2b2
pq

选取合适的θ，使得

bpq =
1

2
(aqq − app) sin 2θ + apq cos 2θ = 0⇒ cot 2θ =

app − aqq
2apq

= τ

令t = tan θ, 则t满足

t2 + 2tτ − 1 = 0 ⇒ t =
signτ

|τ |+
√

1 + τ2
, (|θ| ≤ π/4)

⇒ c =
1√

1 + t2
, s = tc

(6)
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对称矩阵的特征值问题

设A1 = A, 在Ak中选取非对角元素绝对值最大的元素a
(k)
pq , 按照公

式(6)选取合适的c和s, 构造相应的矩阵Jk = J(p, q, θk),使得

Ak+1 = JkAkJ
>
k

则有

off(Ak+1) = (off)(Ak)− 2a(k)2pq ≤ 1− 1

N
off(Ak),

其中N = n(n−1)
2 。

更进一步，
Jm · · ·J1AJ>1 · · ·J>m ≈ D

D为一个对角矩阵，Qm = J>1 · · ·J>m为近似特征向量。

注：合理选择更新次序，平行化实现，实现迭代加速。
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对称矩阵的特征值问题

对称矩阵的QR方法

若A = A>，存在正交矩阵Q，使得Q>AQ = H为实对称三对角矩阵。

设T为实对称三对角矩阵，T的QR分解具有如下性质：

T = QR，正交矩阵Q下带宽为1，上三角矩阵R上带宽为2, 而
且RQ = Q>TQ也是对称三对角矩阵。

s ∈ R, T− sT = QR，则RQ + sI = Q>TQ也是三对角矩阵

设T不可约，对一切s ∈ R, 有T− sI前n− 1列线性无关。
若s ∈ σ(T), QR = T− sI，则有rnn = 0且RQ + sI的最后一列等
于sen

迭代格式：

Tk − µkI = QkRk (QR分解), Tk+1 = RkQk + µkI

µk的选取：Wilkinson位移。
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