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本章研究对象及目标

求解线性方程组：A ∈ Rm×n, b ∈ Rm

Ax = b (1)

设A是满秩矩阵

若m < n，称(1)为欠定方程组（无穷多个解）

若m > n, 称(1)为超定方程组（唯一解或者没有解）

若m = n, (1)有唯一解

目标：m = n, 如何求解(1)?
方法: 找到“简单矩阵”矩阵M与N, 满足

Ax = b⇔MANy = Mb,x = Ny

其中，MAN具有“简单形式”的矩阵（例：下（上）三角矩阵）
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Gauss消去法

Gauss消去法

增广矩阵：[A|b]
核心想法：寻找初等矩阵M,使得MA为下三角矩阵，则

Ax = b⇔MAx = Mb

M的构造：M = Ln−1(ln−1) · · ·L2(l2)L1(l1)
定义：A(k) = Lk−1(lk−1) · · ·L2(l2)L1(l1), 则A(k)具有如下形式：

A(k) =


a
(k)
11 · · · a

(1)
1k · · · a

(1)
1n

. . . : :

a
(k)
kk · · · a

(k)
kn

: :

a
(k)
nk · · · a

(k)
nn

 (2)
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Gauss消去法

设a
(k)
kk 6= 0, 令 `ik = a

(k)
ik /a

(k)
kk , i = k + 1, . . . , n, 则

Lk(−lk) = L(lk)
−1 = I− lke

>
k =



1
. . .

1
−lk+1,k 1

:
. . .

−ln,k 1


最后可知，A(n) = MA为一个上三角矩阵
求解A(n)x = Mb, 可用后向消去法求解：{

xn = b
(n)
n /a

(n)
nn ,

xi =
(
b
(n)
i −

∑n
j=i+1 a

(i)
ij xj

)
/a

(i)
ii , i = n− 1, · · · , 2, 1
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Gauss消去法

顺序消去的实现条件

第k步消去法，要求a
(k)
kk 6= 0

定理

设A ∈ Rn×n，对k = 1, 2, . . . , n, Gauss顺序消去过程的对角元

素a
(1)
11 6= 0, a

(2)
22 6= 0, . . . , a

(k)
kk 6= 0的充分必要条件是∆1 6= 0,

∆2 6= 0, . . . ,∆k 6= 0.

证明：必要性。∆i = detA(i) = a
(1)
11 · · · a

(i)
ii

充分性。利用数学归纳法可证 A(k) =

[
A

(k)
11 A

(k)
12

0 A
(k)
22

]
推论： 若A ∈ Rn×n,detA 6= 0且顺序主子式∆1 6= 0, . . . ,∆n−1 6= 0,
则Gauss消去法可得Ax = b的唯一解。
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Gauss消去法

LU分解

定理

设A ∈ Rn×n,detA 6= 0且顺序主子式∆1 6= 0, . . . ,∆n−1 6= 0，则存在唯
一的单位下三角矩阵L和非奇异的单位上三角矩阵U, 使得A = LU

证明：由Gauss消去法的步骤可知，

MA = Ln−1(−ln−1) · · ·L1(−l1)A = U

⇒A = L1(l1) · · ·Ln−1(ln−1)U

唯一性由反证法可得。

A = L1U1 = L2U2 ⇒ U1U
−1
2 = L−11 L2 = I⇒ L1 = L2,U1 = U2

如果(2)中的A非奇异条件可以删掉，则U不一定是非奇异的。
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选主元素的消去法
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选主元素的消去法

有换行步骤的消去法

若a
(k)
kk ≈ 0，则容易出现数值不稳定的现象

定理

设A ∈ Rn×n,detA 6= 0, 则存在排列矩阵P，单位下三角矩阵L及上三角
矩阵U，满足PA = LU

证明：归纳法，假设命题对A ∈ Rn−1×n−1成立。有排列矩阵P
′
，满足

P
′
A =

[
a11 A12

A21 A22

]
=

[
1 0

L21 In−1

] [
u11 U12

0 Ã22

]
=

[
1 0

L21 In−1

] [
u11 U12

0 P̃>L̃Ũ

]
=

[
1 0

0 P̃>

] [
1 0

P̃L21 L̃

] [
u11 U12

0 Ũ

]
其中，Ã22 = A22 − L21U12，第三个等式由归纳假设而来（需验
证det Ã22 6= 0）
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选主元素的消去法

推论： 存在排列矩阵P与Q，单位下三角矩阵L及上三角矩阵U，满
足PAQ = LU
设

A(k) =


a
(k)
11 · · · a

(1)
1k · · · a

(1)
1n

. . . : :

a
(k)
kk · · · a

(k)
kn

: :

a
(k)
nk · · · a

(k)
nn


方法一: 选取|a(k)ikk| = maxk≤i≤n |a

(k)
ik |, 先换行，再用Gauss消去法，以上

过程可以表示为：

U = Ln−1(−ln−1)Iin−1,n−1 · · ·L2(−l2)Ii2,2L1−l1Ii1,1A

方法二：选取|a(k)ikjk | = maxk≤i≤n,k≤j≤n |a
(k)
ij |, 先换行换列，再用Gauss消

去法
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直接三角分解方法
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直接三角分解方法

LU分解法

LU分解：A = LU，其中L为单位下三角矩阵，U为上三角矩阵
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
: : :
an1 an2 · · · ann

 =


1
`21 1

: :
. . .

`n1 `n2 · · · 1



u11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n
. . . :

unn


方程求解：第一行⇒第一列⇒第二行⇒第二列⇒ · · ·

akj =

k−1∑
r=1

lkrurj + ukj ⇒ ukj = akj −
k−1∑
r=1

lkrurj , j = k, . . . , n

aik =

k−1∑
r=1

lirurk + likukk ⇒ lik =
1

ukk

(
aik −

k−1∑
r=1

lirurk

)
, i = k + 1, . . . , n
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直接三角分解方法

对称矩阵的Cholesky方法

定理

设A ∈ Rn×n对称正定，则存在唯一的对角线元素为正的下三角矩阵L，
使得A = LL>

证明：假设当A ∈ Rn−1×n−1时，命题成立。若A ∈ Rn×n 对称正定，且
具有如下形式：

A =

[
a11 a>

a A22

]
=

[ √
a11

a/
√
a11 In−1

] [
1

Ã22

] [√
a11 a>/

√
a11

In−1

]
其中, a11 > 0，Ã22 = A22 − aa>

a11
∈ Rn−1×n−1且对称正定（需证明）

利用归纳假设可知，Ã22 = L̃L̃>
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直接三角分解方法

平方根法

LU分解法

Ax = b⇔ LL>x = b⇔ Ly = b, L>x = y

对A的下三角部分：

aij =

j−1∑
k=1

likljk + lijljj , j, j + 1, . . . , n

⇒ljj =

(
ajj −

j−1∑
k=1

l2jk

) 1
2

, lij =
1

ljj

(
aij −

j−1∑
k=1

likljk

)
, i = j + 1, . . . , n

aii =

i∑
k=1

l2ik ⇒ |lik| ≤
√
aii, k = 1, 2, . . . , n（稳定算法）
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直接三角分解方法

推广： 加边的cholesky算法
若已知Ai−1 = Li−1L

>
i−1, 有

Ai =

[
Ai−1 c
c> aii

]
=

[
Li−1 0
h> lii

] [
L>i−1 h
0 lii

]
⇒ Ai−1 = Li−1L

>
i−1, c = Li−1h, aii = hh> + l2ii

若A对称，且顺序主子式∆i 6= 0, i = 1, 2, . . . , n，则存在唯一的单位下
三角矩阵L和对角矩阵D，使A = LDL>

若A对称、非奇异，则PAP> = LDL>, P排列矩阵，D为1× 1或
者2× 2块对角矩阵
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直接三角分解方法

带状矩阵分解方法

三对角矩阵：
b1 c1
a2 b2 c2

. . .
. . .

. . .

an−1 bn−1 cn−1
an bn


︸ ︷︷ ︸

A

=


1
l2 1

. . .
. . .

ln 1


︸ ︷︷ ︸

L


u1 c1

. . .
. . .

un−1 cn−1
un


︸ ︷︷ ︸

U

追赶法：

u1 = b1, li =
ai
ui−1

, i = 2, . . . , n, ui = bi − lici−1, i = 2, . . . , n

充要条件： ui 6= 0, i = 1, 2, . . . , n
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直接三角分解方法

设三对角矩阵满足A满足：

|b1| > |c1| > 0, |bi| ≥ |ai|+|ci|, aici 6= 0, i = 2, . . . , n−1, |bn| > |an| > 0

则A非奇异，且追赶法满足：

ui 6= 0, i = 1, . . . , n, 0 <
|ci|
|ui|

< 1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

|bi| − |ai| < |ui| < |bi|+ |ai|, i = 2, 3, . . . , n

证明： 设ui−1 6= 0且 |ci−1|
|ui−1| < 1, 有

|ui| = |bi − lici−1| ≥ |bi| −
|ai||ci−1|
|ui−1|

> |bi| − |ai|

推论： detA = detLdetU = u11u22 · · ·unn
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直接三角分解方法

循环三对角矩阵

循环三对角矩阵

A =


b1 c1 a1
a2 b2 c2

. . .
. . .

. . .

an−1 bn−1 cn−1
cn an bn



=


1
l2 1

. . .
. . .

σ1 · · · σn−1 + ln 1


︸ ︷︷ ︸

L


u1 c1 ρ1

. . .
. . . :
un−1 ρn−1 + cn−1

un


︸ ︷︷ ︸

U

通过追赶法求待定参数。
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直接三角分解方法

带状矩阵

下带宽bL，上带宽bU

A =



a11 · · · a1,bU+1

:
. . .

abL+1,1
. . .

. . . an−bU ,n
. . . :

an,n−bL · · · an,n


A = LU, L是具有下带宽bL的单位下三角矩阵，U是上带宽为bU的上三
角形矩阵

包承龙 (丘成桐数学科学中心) 线性方程组的直接解法 19 / 27



矩阵条件数及误差分析
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矩阵条件数及误差分析

矩阵病态现象

考虑方程组 [
3 1

3.0001 1

] [
x1
x2

]
=

[
4

4.0001

]
⇒
[
x1
x2

]
=

[
1
1

]
[

3 1
2.999 1

] [
x1
x2

]
=

[
4

4.0002

]
⇒
[
x1
x2

]
=

[
−2
10

]
目标方程组： Ax = b

实际方程组：(A + δA)(x + δx) = b + δb

目标：如何判断方程组的解对A或者b的扰动是否敏感？

包承龙 (丘成桐数学科学中心) 线性方程组的直接解法 21 / 27



矩阵条件数及误差分析

扰动误差分析

定理

设A ∈ Rn×n且detA 6= 0, x和x + δx分别满足方程：

Ax = b, (A + δA)(x + δx) = b + δb,

其中b 6= 0。若‖A−1‖‖δA‖ < 1，则有

‖δx‖
‖x‖

≤ ‖A‖‖A−1‖
1− ‖A−1‖‖δA‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
, （任意矩阵范数） (3)

证明：由A + δA = A(I + A−1δA)且‖A−1δA‖ < 1可知，

‖(I + A−1δA)−1‖ ≤ 1

1− ‖A−1‖‖δA‖

由δx = (A + δA)−1[b + δb− (A + δa)x]，可知‖δx‖的估计
包承龙 (丘成桐数学科学中心) 线性方程组的直接解法 22 / 27



矩阵条件数及误差分析

矩阵条件数

由公式(3)可知：

若δA = 0, δb 6= 0, 则有‖δx‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖A
−1‖‖δb‖‖b‖

若δA 6= 0, δb = 0, 则有‖δx‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖A
−1‖‖δA‖‖A‖ (1 +O(‖δA‖))

矩阵条件数： 设A ∈ Rn×n且detA 6= 0, 则

cond(A) = ‖A‖‖A−1‖

常用条件数：

cond(A)1 = ‖A‖1‖A−1‖1
cond(A)2 = ‖A‖2‖A−1‖2
cond(A)∞ = ‖A‖∞‖A−1‖∞
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矩阵条件数及误差分析

条件数性质

cond(A) ≥ 1, cond(A) = cond(A−1)

若A为正交矩阵，则cond(A)2 = 1

若U为正交矩阵，则cond(A)2 = cond(AU)2 = cond(UA)2

设λ1和λn为A按模最大最小特征值，则

cond(A) ≥ |λ1|
|λn|

, （若A对称，则等号成立）

由矩阵范数的等价性可知不同范数对应的矩阵条件数相互等价

设A非奇异，则有

min
A+δA奇异

{
‖δA‖2
‖A‖2

}
=

1

cond(A)2
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矩阵条件数及误差分析

定理

设A ∈ Rn×n非奇异，b 6= 0, x是方程组Ax = b的精确解，x̃为近似解
且r̃ = b−Ax，则

1

cond(A)

‖r‖
‖b‖

≤ ‖x̃− x‖
‖x‖

≤ cond(A)
‖r‖
‖b‖

例：Hilbert矩阵

Hn =


1 1

2 · · · 1
n

1
2

1
3 · · · 1

n+1

: : :
1
n

1
n+1 · · · 1

2n


有cond(H10)2 = 1.6× 1013
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矩阵条件数及误差分析

常用处理方法：预处理，找到非奇异矩阵P, Q, 求解PAQx = Pb且

cond(PAQ) < cond(A)

行平衡法：取Si = max1≤j≤n |aij |, i = 1, . . . , n

P = D = diag(S−11 , S−12 , . . . , S−1n ), Q = I

列平衡法：取Ti = max1≤i≤n |aij |, j = 1, . . . , n

P = I, Q = D = diag(T−11 , T−12 , . . . , T−1n ),

例：若A =

[
10 105

1 1

]
︸ ︷︷ ︸

cond(A)∞≈105

⇒ DA =

[
10−4 1

1 1

]
︸ ︷︷ ︸

cond(DA)∞≈4
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矩阵条件数及误差分析

舍入误差分析

刻画由浮点数表示造成的误差在计算过程中的传播
设x是方程Ax = b的真实解，x̃是由Gauss消去法得到的近似解

向前误差分析：跟踪计算过程中的每一步误差（难以实现）

向后误差分析：近似解x̃满足方程(A + δA)x̃ = b

设u为机器精度，ρ = max1≤i,j≤n |a(k)ij |/‖A‖∞ 且nu ≤ 0.01, 有

1 ‖δA‖∞ ≤ 1.01(n3 + 3n2)ρ‖A‖∞u
2
‖x−x̃‖∞
‖x‖∞ ≤ cond(A)∞

1−‖A−1‖∞‖δA‖∞ [1.01(n3 + 3n2)ρu]

当ρ = 2n−1, 不等式右端的可以达到。

一般情况下，ρ与n呈多项式相关，总体来说，列主元素消去法是数值稳
定的。
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