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本章研究对象及目标

假设A ∈ Rn×n, 非奇异，求解线性方程组Ax = b

直接解法必须运行完所有的步骤才能得到准确解。
（当n很大时，运行速度较慢。）

迭代法：从初始解x(0)出发，得到x(1), . . . ,x(k), . . .

多步迭代法：

x(k+1) = Fk(x(k), · · · ,x(k−m))

单步迭代法：

x(k+1) = Fk(x(k))⇒ x(k+1) = Bkx
(k) + fk ⇒ x(k+1) = Bx(k) + fk

单步定常线性迭代，其中B称为迭代矩阵。
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迭代法的基本概念

向量极限

设‖ · ‖为向量空间或者矩阵空间中的范数。
向量： lim

k→∞
x(k) = x, 如果 lim

k→∞
‖x(k) − x‖ = 0

设x(k) = (x
(k)
1 , . . . , x

(k)
n ), x = (x1, . . . , xn), 则

lim
k→∞

xk = x ⇔ lim
k→∞

max
1≤i≤n

|x(k)i − xi| = 0

⇔ lim
k→∞

|x(k)i − xi| = 0, ∀i = 1, . . . , n

⇔ lim
k→∞

x
(k)
i = xi, ∀i = 1, . . . , n.

Cauchy序列：{xk}是一个收敛的序列等价于对于任给的ε > 0, 存
在N ∈ Z, 使得

|xn − xm| ≤ ε, ∀n,m > N
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迭代法的基本概念

矩阵极限

矩阵： lim
k→∞

A(k) = A, 如果 lim
k→∞

‖A(k) −A‖ = 0⇔ lim
k→∞

a
(k)
ij = aij , ∀i, j

定理

以下命题等价：

lim
k→∞

A(k) = 0

lim
k→∞

a
(k)
ij = 0, ∀i, j = 1, . . . , n

lim
k→∞

A(k)x = 0, ∀x ∈ Rn

ρ(A) < 1

至少存在一种矩阵从属范数‖ · ‖,使‖A‖ < 1

包承龙 (丘成桐数学科学中心) 线性方程组的迭代解法 5 / 32



迭代法的基本概念

定理

设B ∈ Rn×n, ‖ · ‖为任何一种矩阵范数，则

lim
k→∞

‖Bk‖
1
k = ρ(B)

由于
ρ(B) = [ρ(Bk)]

1
k ≤ ‖Bk‖

1
k

对任意ε > 0, 记矩阵

Bε = [ρ(B) + ε]−1B ⇒ ρ(Bε) < 1 ⇒ lim
k→∞

Bk
ε = 0

存在N , 使得k > N有

ρ(B) ≤ ‖Bk‖
1
k < ρ(B) + ε
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迭代法的基本概念

迭代公式的构造

Ax = b⇔ x = M−1N︸ ︷︷ ︸
B

x + M−1b︸ ︷︷ ︸
f

, A = M−N

且有B = I−M−1A
单步定常迭代算法：

x(k+1) = Bx(k) + f , k = 0, 1, . . . (2)

x(k) → x∗, k → +∞, 则称迭代法(2)是收敛的
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迭代法的基本概念

收敛性分析

定义e(k) = x(k) − x∗, 迭代法收敛等价于 lim
k→∞

e(k) = 0, ∀e(0) ∈ Rn

不难发现，e(k) = B(x(k−1) − x∗) = Be(k−1) = Bke(0)

定理

迭代法x(k+1) = Bx(k) + f收敛的两个充分必要条件分别是

ρ(B) < 1

至少存在一种矩阵从属范数‖ · ‖, 使‖B‖ < 1

若 ‖B‖ = q < 1, 则有

‖x(k) − x∗‖ ≤ q

1− q
‖x(k) − x(k−1)‖

‖x(k) − x∗‖ ≤ qk

1− q
‖x(1) − x(0)‖
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迭代法的基本概念

由e(k) = Bke(0)可知
‖e(k)‖
‖e(0)‖

≤ ‖Bk‖

且最大值可达。若需要满足‖e
(k)‖

‖e(0)‖ ≤ ε, 则可用

‖Bk‖ ≤ ε ⇔ ‖Bk‖
1
k ≤ ε

1
k ⇔ ln ‖Bk‖

1
k ≤ ln ε

1
k

⇔ k ≥ − ln ε

− ln ‖Bk‖
1
k︸ ︷︷ ︸

平均收敛率：Rk(B)

Rk(B)依赖于向量从属范数的定义。

渐近收敛率：R(B) = − ln ρ(B), 由于 lim
k→∞

‖Bk‖
1
k = ρ(B)
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Jacobi迭代与Gauss-Seidel迭代
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Jacobi迭代与Gauss-Seidel迭代

Jacobi迭代法(J法)

设A = D−L−U, 其中D为对角部分，L,U分别为严格下、上三角部分
若D非奇异，即aii 6= 0

Ax = b ⇔ x = BJx + fJ ⇒ x(k+1) = BJx
(k) + fJ

其中，BJ = D−1(L + U) = I−D−1A, fJ = D−1b

分量形式：

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 1, 2, . . . , n
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Jacobi迭代与Gauss-Seidel迭代

Gauss-Seidel迭代法(GS法)

Ax = b ⇔ x = BGx + fG ⇒ x(k+1) = BGx
(k) + fG

其中，BG = (D− L)−1U = I− (D− L)−1A, fJ = (D− L)−1b

分量形式：

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 1, 2, . . . , n
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Jacobi迭代与Gauss-Seidel迭代

J法与GS法收敛性

定理

设A为严格对角占优矩阵，或为不可约的弱对角占优矩阵，则J法
与GS法均收敛。

对A为不可约矩阵进行证明。首先可知A非奇异，且aii 6= 0, ∀i.
若存在λ ∈ σ(BG),BG = (D− L)−1U满足|λ| ≥ 1, 则有

0 = det(λI− (D− L)−1U) = det((D− L)−1) det(D− L− λ−1U)

由aii 6= 0可知det(D− L) 6= 0.
此外，D− L−U 与 D− L− λ−1U非零元素位置一致，
则D− L− λ−1U为不可约矩阵，由|λ| ≥ 1可知 D− L− λ−1U为不可约
矩阵，从而det(D− L− λ−1U) 6= 0,矛盾！
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Jacobi迭代与Gauss-Seidel迭代

定理

设A对称，且对角元素aii > 0, i = 1, 2, . . . , n, 则方程组J法收敛的充要
条件是A和2D−A均正定，其中D = diag(a11, . . . , ann).

BJ = I−D−1A = D−
1
2 (I−D−

1
2AD−

1
2 )D

1
2

由A 对称可知，D−
1
2AD−

1
2 , I−D−

1
2AD−

1
2 和 2I−D−

1
2AD−

1
2均对

称，且BJ与I−D−
1
2AD−

1
2相似

必要性。若J法收敛，则ρ(BJ) < 1。对任意µ ∈ σ(D−
1
2AD−

1
2 ),

有1− µ ∈ σ(BJ), 从而|1− µ| < 1⇒ µ ∈ (0, 2)。由此，可知D−
1
2AD−

1
2

A和2D−A = D
1
2 (2I−D−

1
2AD−

1
2 )D

1
2正定。

充分性可以类似证明。

包承龙 (丘成桐数学科学中心) 线性方程组的迭代解法 14 / 32



Jacobi迭代与Gauss-Seidel迭代

定理

设A对称正定，则方程组GS法收敛。

定理

设A对称，非奇异，且对角元素aii > 0, 若GS法收敛，则A正定。

例：分析方程组Ax = b的J法和GS法的收敛性，其中

A =

1 a a
a 1 a
a a 1


在一般情况下，有可能J法和GS法都收敛或者都不收敛，也可能一者收

敛而另一者不收敛。
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超松弛迭代法
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超松弛迭代法

超松弛迭代公式（SOR）

回忆GS法的分量形式：假设x
(k+1)
1 , . . . , x

(k−1)
i−1 已经算好

x̄
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j


对x̄

(k+1)
i 与 x

(k)
i 作加权平均：

x
(k+1)
i = wx̄

(k+1)
i + (1− w)x

(k)
i

= (1− w)x
(k)
i +

w

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j


注意与GS法的区别：若w = 1, SOR⇒GS
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超松弛迭代法

设A = D− L−U, 则SOR的迭代格式为

x(k+1) = (1− w)x(k) + wD−1(b + Lx(k+1) + Ux(k))

⇒x(k+1) = Lwx(k) + w(D− wL)−1b,Lw = (D− wL)−1[(1− w)D + wU]

定理

设A非奇异，且所有对角元aii 6= 0，则对所有实数w，有

ρ(Lw) ≥ |1− w|.

设A有特征值λ1, λ2, · · · , λn, 则

λ1λ2 · · ·λ = det(Lw) = det((D− wL)−1) det((1− w)D + wU)

= det(D−1) det((1− w)D) = (1− w)n

⇒ ρ(Lw) = max
1≤i≤n

|λi| ≥ |λ1 · · ·λn|
1
n = |1− w|

若SOR收敛，则|1− w| < 1,即w ∈ (0, 2)
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超松弛迭代法

定理

若A对称正定，且w ∈ (0, 2), 则SOR法收敛。

设λ ∈ σ(Lw) 且x 6= 0 为对应特征向量，则有

Lwx = λx⇒ [(1− w)D + wU]x = λ(D− wL)x

由于A = A>, 则有L> = U，上式两边同时对x取内积，

(1− w)(Dx,x) + w(Ux,x) = λ[(Dx,x)− w(Lx,x)] (3)

由于A正定，则D也正定，记p = (Dx,x) > 0与(Lx,x) = α+ iβ, 有

(Ux,x) = (L>x,x) = (x,Lx) = (Lx,x) = α− iβ

由(3)可知，

λ =
(1− w)p+ wα− iwβ

p− wα− iwβ
⇒ |λ|2 =

[p− w(p− α)]2 + w2β2

(p− wα)2 + w2β2
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超松弛迭代法

分子减去分母，

[p− w(p− α)]2 − (p− wα)2 = pw(2− w)(2α− p) (4)

由A正定可知，

(Ax,x) = (Dx,x)− (Lx,x)− (Ux,x) = p− 2α > 0

由于w ∈ (0, 2), 可知(4)大于0，则有|λ|2 < 1, 故ρ(Lw) < 1.

定理

若A对称，非奇异，且对角元素aii > 0，若SOR法收敛，则A正定，
且w ∈ (0, 2)
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超松弛迭代法

最优松弛因子

选取wb, 使得
ρ(Lwb

) = min
w∈(0,2)

ρ(Lw)

定理

设A是对称正定的的三对角或者块三对角矩阵，BJ , BG和Lw是J法，
GS法和SOR法的迭代矩阵，则有

ρ(BG) = ρ(BJ)2 < 1,

wb =
2

1 +
√

1− [ρ(BJ)]2
, ρ(Lb) = wb − 1

包承龙 (丘成桐数学科学中心) 线性方程组的迭代解法 21 / 32



超松弛迭代法

对称超松弛迭代（SSOR）

(D− wL)x(k+
1
2
) = [(1− w)D + wU]x(k) + wb

(D− wU)x(k+1) = [(1− w)D + wL]x(k+ 1
2
) + wb

(5)

迭代(5)等价于：
x(k+1) = Bwx

(k) + fw

其中，

Bw = (D− wU)−1[(1− w)D + wL](D− wL)−1[(1− w)D + wU]

I−Bw =

[
1

w(2− w)
(D− wL)−1D−1(D− wL)

]−1
A

可以类似地推出（SGS）方法。
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共轭梯度法
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共轭梯度法

等价问题

设A为实对称正定矩阵，定义ϕ(x) = 1
2(Ax,x)− (x,b)

定理

x∗满足Ax∗ = b当且仅当ϕ(x∗) = minx ϕ(x)

必要性。x∗ = A−1b, 且对任意x有

ϕ(x)− ϕ(x∗) =
1

2
x>Ax− x>b− 1

2
x∗>Ax∗ + x∗>b

=
1

2
(x− x∗>)A(x− x∗>) ≥ 0

充分性。由最优性条件可知，∇ϕ(x∗) = Ax∗ − b = 0.

将方程组问题转化为求ϕ(x)的最小值问题。
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共轭梯度法

构造序列{x(k)}，逐渐极小化ϕ(x), 定义r(k) = b−Ax(k) = −∇ϕ(x(k))

一一一般般般想想想法法法：：： 找到p(k)和αk满足：

x(k+1) = x(k) + αkp
(k)

最最最速速速下下下降降降法法法：：： 设p(k) = −∇ϕ(k) = r(k), 取αk满足

αk = arg min
α>0

ϕ(x(k) + αp(k))⇒ d

dα
ϕ(x(k) + αkp

(k)) = 0

⇔ αk =
(r(k),p(k))

(Ap(k),p(k))

性性性质质质：：： (r(k+1), r(k)) = 0, {ϕ(x(k))}单调下降且下有界，满足x(k) → x∗.

假设λ1 ≥ · · · ≥ λn > 0, 则有 ‖x(k) − x∗‖A ≤
(
λ1−λn
λ1+λn

)k
‖x(0) − x∗‖A

包承龙 (丘成桐数学科学中心) 线性方程组的迭代解法 25 / 32



共轭梯度法

共轭梯度法

利用递归公式，

x(k+1) = x(k) + αkp
(k) = x(0) + α0p

(0) + · · ·+ αkp
(k)

∈ x(0) + Span{p(0),p(1), . . . ,p(k)}

能否找到x(k+1) = x(k) + αkp
(k)满足

x(k+1) = arg min{ϕ(x)|x ∈ x(0) + Span{p(0),p(1), . . . ,p(k)}} (6)

设x = y + αp(k), 其中y ∈ x(0) + Span{p(0), . . . ,p(k−1)}, 且有

ϕ(x) = ϕ(y) + α(Ay,p(k))− α(b,p(k)) +
α2

2
(Ap(k),p(k))

= ϕ(y) + α(Aq,p(k))− α(b−Ax(0),p(k)) +
α2

2
(Ap(k),p(k))

其中， q ∈ Span{p(0), . . . ,p(k−1)}
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共轭梯度法

定定定义义义：：： A-共轭正交向量， (Ap(i),p(j)) = 0, ∀i 6= j
若(p(0), . . . ,p(k))为A-共轭正交向量，则极小化问题(6)等价于

min
y∈x(0)+Span{p(0),...,p(k−1)}

ϕ(y) + min
α

{
−α(r(0),p(k)) +

α2

2
(Ap(k),p(k))

}
︸ ︷︷ ︸

αk=
(r(0),p(k))

(Ap(k),p(k))

由于x(k) ∈ x(0) + Span{p(0), . . . ,p(k−1)}, 则 (A(x(k) − x(0)),p(k)) = 0

(r(0),p(k)) = (r(0) − (A(x(k) − x(0))),p(k)) = (r(k),p(k))

选取p(k), 满足
p(k) = r(k) + βk−1p

(k−1)

由(p(k),Ap(k−1)) = 0可知，

βk−1 = − (r(k),Ap(k−1))

(p(k−1),Ap(k−1))

注意：需要验证(p(k),Ap(j)) = 0, ∀j ≤ k − 2
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共轭梯度法

CG法法法的的的计计计算算算步步步骤骤骤：：：

初始化：x(0) ∈ Rn, r(0) = b−Ax(0), p(0) = r(0)。

迭代：对于k = 0, . . . ,

αk =
(r(k),p(k))

(Ap(k),p(k))
⇒ αk =

(r(k), r(k))

(p(k),Ap(k))
(7)

x(k+1) = x(k) + αkp
(k)

r(k+1) = b−Ax(k+1)

βk = −(r(k+1),Ap(k))

(p(k),Ap(k))
⇒ βk =

(r(k+1), r(k+1))

(r(k), r(k))

p(k+1) = r(k+1) + βkp
(k)
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共轭梯度法

由(r(k+1),p(k)) = (r(k),p(k))− αk(Ap(k),p(k)) = 0 可知

(r(k),p(k)) = (r(k), r(k) + βk−1p
(k−1)) = (r(k), r(k))

从而公式(7)成立

同时, 我们有

r(k+1) = b−Ax(k+1) = b−A(x(k) + αkp
(k)) = r(k) − αkAp(k)

(r(k+1), r(k)) = (r(k), r(k))− αk( r(k)︸︷︷︸
p(k)−βk−1p(k−1)

,Ap(k)) = 0, (8)

且有

βk = −(r(k+1),Ap(k))

(p(k),Ap(k))
= −

(r(k+1), α−1k (r(k) − r(k+1)))

(p(k),Ap(k))

=
(r(k+1), r(k+1))

αk(p(k),Ap(k))
=

(r(k+1), r(k+1))

(r(k), r(k))
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共轭梯度法

由CG法产生的迭代满足以下性质：

(r(i), r(j)) = 0, ∀i 6= j, 即剩余向量构成一个正交向量组

(Ap(i),p(j)) = 0, ∀i 6= j, 即{p(k)} 满足A-共轭。

用归纳法证明。 由α0与β0的构造可知：

(r(1), r(0)) = (r(0), r(0))− α0(Ar(0), r(0)) = 0

(p(1),Ap(0)) = (r(1),Ap(0)) + β0(p
(0),Ap(0)) = 0

假设r(0), · · · , r(k)相互正交，p(0), . . . ,p(k)相互A-共轭，对k + 1, 我们有

(r(k+1), r(j)) = (r(k), r(j))− αk(Ap(k), r(j)) (9)

若j = k, 由(8)可得。若j < k, 则由(9)可知

(r(k+1), r(j)) = −αk(Ap(k),p(j) − βj−1p(j−1)) = 0
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共轭梯度法

再看p(k+1), 显然(p(k+1),Ap(k)) = 0, 对于所有j = 0, 1, . . . , k − 1, 有

(p(k+1),Ap(j)) = (r(k+1), Ap(j)︸ ︷︷ ︸
α−1
j (r(j)−r(j+1))

) + βk (p(k),Ap(j))︸ ︷︷ ︸
=0

备注： 由于{r(k)}相互正交，则CG法之多n步收敛

若A对称正定，

如果A = I + B, 且rank(B) = r, 则CG法至多r + 1步收敛。

记K = cond(A)2, ‖u‖2A = (Ax,x), 则

‖x(k) − x∗‖2A ≤ 2

[√
K − 1√
K + 1

]k
‖x(0) − x∗‖A
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共轭梯度法

预处理方法

设A对称正定，S可逆，且M = SS>

Ax = b⇒ S−1AS−>u = S−1b︸ ︷︷ ︸
Fu=g

,x = S−>u

其中F具有较好的条件数，CG法具有较快的收敛速度。
预条件S的选取

设S = L, 满足LL> ≈ A

S = (Diag(a11, a22, · · · , ann))
1
2

S = [w(2− w)]−
1
2 (D− wL)D−

1
2 , 有cond(F) ≈

√
cond(A)
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