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数值积分的基本概念

数值积分的基本概念

Newton-Leibniz 公式： ∫ b

a
f(x)dx = F(b)− F(a) (1)

其中 F(x) 是 f(x) 的一个原函数. 更一般地，我们希望计算∫ b

a
ρ(x)f(x)dx (2)

这里 ρ(x) 为权函数. 通常我们并不了解 f(x) 的精确表达式，甚至并不知
道 f(x) 在所有点上的函数值，而只了解其在部分点上的值. 因而希望利
用公式 ∫ b

a
ρ(x)f(x)dx ≈

n∑
k=0

Akf (xk) (3)

来近似求解积分值.
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数值积分的基本概念

数值积分的基本概念

在公式 ∫ b

a
ρ(x)f(x)dx ≈

n∑
k=0

Akf (xk) (4)

中，{xk} ⊂ [a, b] 称为求积节点，Ak 称为求积系数，

En(f) =
∫ b

a
ρ(x)f(x)dx −

n∑
k=0

Akf (xk) (5)

称为求积公式 (4) 的差.

若 En (xm) = 0, 对 m = 0, 1, · · · ,M 都成立，则称求积公式 (4) 至少具有
M 次代数精度. 若还有 En(xM+1) ̸= 0，则称求积公式 (4) 的代数精度就
是 M.
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数值积分的基本概念

数值积分的基本概念——插值型求积公式

插值型求积公式利用 f(x) 在节点 {xk} 上的插值函数 lk(x) 来构造，即

Ln(x) =
n∑

k=0

f (xk) lk(x) lk(x) =
n∏

k ̸=j=0

x − xj
xk − xj

(6)

记插值误差为 Rn(x) = f(x)− Ln(x)，则∫ b

a
ρ(x)f(x)dx =

∫ b

a
ρ(x)Ln(x)dx +

∫ b

a
ρ(x)Rn(x)dx

=

n∑
k=0

f (xk)

∫ b

a
ρ(x)lk(x)dx +

∫ b

a
ρ(x)Rn(x)dx

(7)
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数值积分的基本概念

数值积分的基本概念——插值型求积公式

如果令 Ak =
∫ b

a ρ(x)lk(x)dx(0 6 k 6 n)，En(f) =
∫ b

a ρ(x)Rn(x)dx，则∫ b

a
ρ(x)f(x)dx =

n∑
k=0

Akf (xk) + En(f) (8)

该公式被称为插值型求积公式. 这里的求积系数 Ak 仅依赖于求积节点
而与 f(x) 无关.

利用 Taylor 余项公式可以证明，插值型求积公式的代数精度至少为 n；
反过来，如果求积公式 (4) 的代数精度至少为 n，则它必然是插值型的.
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Newton-Cotes 公式

Newton-Cotes 公式
最简单的插值型求积公式为等距节点得到的公式，称之为 Newton-Cotes
公式. 将区间 [a, b] 等分：

h =
b − a

n xj = a + jh, j = 0, · · · , n (9)

得到插值函数

Ln(x) =
n∑

k=0

f (xk) lk(x) =
n∑

k=0

f (xk)
∏
j ̸=k

x − xj
xk − xj

(10)

作坐标变换 x = a + th，即 h = (b − a)/n，可以得到∫ b

a
Ln(x)dx =

n∑
k=0

fk
∫ b

a
lk(x)dx

x=a+th
=

n∑
k=0

∫ n

0
fk

∏
j ̸=k

t − j
k − j

 hdt ≡ (b − a)
n∑

k=0

c(n)k fk

(11)
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Newton-Cotes 公式

Newton-Cotes 公式
这里求积系数

c(n)k =
1

n

∫ n

0

∏
j ̸=k

t − j
k − jdt = 1

n
(−1)n−k

k!(n − k)!

∫ n

0

∏
j ̸=k

(t − j)dt (12)

因此，称

I(f) =
∫ b

a
f(x)dx ≈ (b − a)

n∑
k=0

c(n)k f (xk) (13)

为 n 阶 Newton-Cotes 公式，c(n)k (k = 0, · · · , n) 称为 n 阶 Cotes 系数.

这里 c(n)k 与 f，a，b 无关，只与 n，k 有关，且有
n∑

k=0

c(n)k = 1 (14)
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Newton-Cotes 公式

Newton-Cotes 公式——常用公式

n = 1 时，称为梯形公式

I(f) ≈ I1(f) =
b − a
2

[f(a) + f(b)] (15)

n = 2 时，称为 Simpson 公式

I(f) ≈ I2(f) =
b − a
6

[
f(a) + 4f

(
a + b
2

)
+ f(b)

]
(16)
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Newton-Cotes 公式

Newton-Cotes 公式

代数精度
n 阶 Newton-Cotes 型求积公式的代数精度至少为 n. 当 n = 2m 为偶数
时，其代数精度为 n + 1 = 2m + 1.

因此使用偶数阶的 Newton-Cotes 公式效果会更好.

另外，可以证明当 n 6 7 时，C(n)
k > 0，因此此时 Newton-Cotes 公式是

稳定的；当 n > 8 时，求积系统的数值有正有负，相互抵消会求实有效
数字的位数. 由此，Newton-Cotes 求积公式不宜采用 n > 8 的情况.
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复合求积公式

复合求积公式

由于高阶 (n > 8) 的 Newton-Cotes 公式在数值上是不稳定的，我们希望
将一整个积分区间分成若干个子区间，再在米格子区间上采用低阶求积
公式. 该方法被称为复合求积公式.

如将区间 [a, b] 分成 n 个小区间 xj = a + jh, j = 0, · · · , n, h = b−a
n . 然后

在每个小区间上使用梯形公式，即

I(f) =
n∑

j=1

∫ xj

xj−1

f(x)dx ≈
n∑

j=1

h
2
[f (xj−1) + f (xj)]

=
h
2

f(a) + f(b) + 2

n−1∑
j=1

f (xj)

 ≡ Tn

(17)

此公式被称为复合梯形公式.

包承龙 (YMSC) 《数值分析》第八章 2019 年 12 月 12 日 14 / 35



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

复合求积公式

复合求积公式——Simpson 公式

同样地，如在每个小区间上使用 Simpson 公式就得到复合 Simpson 公式

I(f) =
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)dx =
h
6

n∑
i=1

[
fi−1 + 4fi− 1

2
+ fi

]
+ En(f) ≡ Sn + En(f)

(18)
这里

Sn =
h
6

f(a) + f(b) + 2

n−1∑
j=1

f (xj) + 4

n∑
j=1

f
(

xj− 1
2

) ≡ 1

3
Tn +

2

3
Hn (19)

复合 Simpson 公式可以达到四阶收敛精度.
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复合求积公式

复合求积公式——带导数值的求积公式

有时候如果知道被积函数 f 的导数信息，那么我们也可以利用其
Hermite 插值多项式来推导求积公式. 知 f 在 [a, b] 上的三次 Hermite 插
值为

H3(x) = f(a)α1(x) + f(b)α2(x) + f′(a)β1(x) + f′(b)β2(x) (20)

其中

α1(x) =
(
1 + 2 x−a

b−a

)(
b−x
b−a

)2
, β1(x) = (x − a)

(
b−x
b−a

)2

α2(x) =
(
1 + 2 x−b

a−b

)(
x−a
b−a

)2
, β2(x) = (x − b)

(
x−a
b−a

)2 (21)
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复合求积公式

复合求积公式——带导数值的求积公式

若用 Hermite 插值代替 f 并进行积分，则∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
H3(x)dx + E(f)

=
b − a
2

[f(a) + f(b)] + (b − a)2
12

[
f′(a)− f′(b)

]
+ E(f)

(22)

其中

E(f) =
∫ b

a
f[a, a, b, b, x](x − a)2(x − b)2dx =

(b − a)5
720

f(4)(η) (23)

与复合梯形公式 (17) 相比，其仅仅多出一项 (b − a)2/12，因此也被称
为“端点修正”的复合梯形公式，相较于复合梯形公式 (17) 能够显著提
高精度.
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Gauss 求积公式
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Gauss 求积公式

Gauss 求积公式

在求积公式 ∫ b

a
ρ(x)f(x)dx ≈

n∑
k=0

Akf (xk) (24)

中，若选取等距节点，就得到了 Newton-Cotes 型求积公式及其相对应
的复合公式. 而若能够更灵活地选取节点的位置，就能得到效果更好的
格式.

定理
插值型求积公式 In(f) =

∑n
k=0 Akf(xk) 具有 2n + 1 次代数精度的充分必

要条件是：求积节点 x0, · · · , xn 的是 [a, b] 上权函数为 ρ 的 n + 1 次正
交多项式 ωn+1(x) 的零点. 即对于任意 n 次多项式 pn，都有
⟨pn, ωn+1⟩ = 0.
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Gauss 求积公式

Gauss 求积公式

如果求积公式

In(f) =
n∑

k=0

Akf(xk) (25)

的代数精度达到 2n + 1，则称其为 Gauss 型求积公式.

而显然，当 f 取 2n + 2 次多项式 ω2
n+1(x) 时，其连续形式

I(f) =
∫ b

a
ρ(x)ω2

n+1(x)dx > 0 (26)

而离散形式

In(f) =
n∑

k=0

Akω
2
n+1(xk) = 0 (27)

因而 Gauss 型求积公式的代数精度就是 2n + 1.
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Gauss 求积公式

Gauss 求积公式——稳定性及收敛性分析

可以证明以下定理：

定理
Gauss 求积公式的求积系数 Ak 恒大于零.

推论
Gauss 求积公式总是稳定的.

及

收敛性定理
对 ∀f ∈ C[a, b]，Gauss 型求积公式式 In(f) =

∑n
k=0 Akf(xk)，总有

lim
n→+∞

In(f) → I(f)
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Gauss 求积公式

Gauss-Legendre 求积公式

若 [a, b] = [−1, 1]，ρ ≡ 1，Pn(x) = 1
2nn!

dn
dxn

[(
x2 − 1

)n]，x0, · · · , xn 为
Pn+1 的零点，则求积公式∫ 1

−1
f(x)dx =

n∑
k=0

Akf(xk) + En(f) (28)

被称为 Gauss-Legendre 求积公式. 可以算出

Ak = −an+2

an+1

σn+1

Pn+2 (xk)P′
n+1 (xk)

=
2

n + 1

1

Pn (xk)P′
n+1 (xk)

(29)

其余项为

En(f) ==
22n+3 [(n + 1)!]4

(2n + 3) [(2n + 2)!]3
f(2n+2)(η) (30)
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Gauss 求积公式

Gauss-Tchebychev 求积公式

若 [a, b] = [−1, 1]，ρ(x) = 1/
√
1− x2，Tn(x) = cos(n arccos x)，

{xk = cos 2k+1
2(n+1)π} 为 Tn+1 的零点，则求积公式∫ 1

−1
f(x)dx =

n∑
k=0

Akf(xk) + En(f) (31)

被称为 Gauss-Tchebychev 求积公式. 可以算出

Ak = −an+2

an+1

σn+1

Tn+2 (xk)T′
n+1 (xk)

=
π

n + 1
(32)

其余项为
En(f) ==

π

22n+1(2n + 2)!
f(2n+2)(ξ) (33)
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Romberg 求积算法
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Romberg 求积算法

Romberg 求积算法

将 Richardson 外推思想用于前面介绍过的等距网格的复化求积公式即得
到 Romberg 求积算法.

Richardson 外推
设 ϕ(x) 在 h → 0 时收敛到 ϕ(0) ≡ ϕ⋆，其余项可以写成

φ∗ − φ(h) =
+∞∑
k=1

akhpk 0 < p1 < P2 < · · · (34)

这里 Pk，ak 与 h 无关，并设 ak ̸= 0，∀k. 取 q ∈ (0, 1)，重新定定义序列

φ1(h) = φ(h) φm+1(h) =
φm(qh)− qpmφm(h)

1− qpm
m = 1, 2, · · · (35)
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Romberg 求积算法

Romberg 求积算法——Richardson 外推

Richardson 外推 2
则 {ϕm(h)} 以更快速度收敛到 ϕ⋆

φ∗ − φm+1(h) =
+∞∑
k=1

a(m+1)
m+k hpm+k (36)

这里 a(m+1)
m+k 与 h 无关.
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Romberg 求积算法

Romberg 求积算法

Romberg 求积算法
重复利用梯形公式 hj = 2−j(b − a) 减半加密网络

T(0)
1 = T20 =

b − a
2

[f(a) + f(b)]

T(1)
1 = T21 =

1

2

[
T(0)
1 + h0f

(
a + b
2

)]
T(k)
1 = T2k =

1

2

[
T(k−1)
1 + hk−1Hk−1

] (37)

这里 Hj =
∑2j

l=1 f
(
a +

(
l − 1

2

)
hj
)
.

之后利用 Richardson 外推的思想加速

Tk−1
j+1 =

4jT(k)
j − T(k−1)

j
4j − 1

j = 1, 2, · · ·, 1, 2, · · · (38)
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奇异积分
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奇异积分

奇异积分

对于连续函数可以使用上述数值方法进行处理，但实际中的被积函数并
不光滑，可能是分片连续的，甚至可能是简短的、具有奇点的. 对于奇
异积分常有以下几种方法：
区间截断
若 f 在 x = 0 处无界，对积分

∫ 1
0 f(x)dx，当 |

∫ 1
0 f(x)dx| < ϵ 时，可

用
∫ 1
δ f(x)dx 代替 I(f) 进行积分.

变量替换
若 f ∈ C[0, 1]，n > 2，对积分

∫ 1
0 x−1/nf(x)dx，令 x = tn 来消除奇

性，即

I(f) =
∫ 1

0
t−1f (tn) ntn−1dt = n

∫ 1

0
tn−2f (tn) dt (39)
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奇异积分

奇异积分

Kontorovitch 奇点分离法
通过对被积函数做等价奇性积分来分离奇性，如∫ 1

0

cos x√x dx =

∫ 1

0

dx√x +

∫ 1

0

cos x − 1√x dx = 2+

∫ 1

0

cos x − 1√x dx (40)

经过变换后的积分已经丧失了奇性，可以正常利用数值积分公式进
行计算.
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数值微分

数值微分

对于导数的近似值，可以利用公式

f′ (x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)
h ≈ f (x0 + h)− f (x0)

h = f′ (x0)+O(h) (41)

近似计算. 这里如果想要更准确地逼近 f′(x)，可以使 |h| 尽可能的小；但
考虑到舍入误差的影响，并不是 |h| 越小越好.
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数值微分

数值微分

由此可以考虑用插值函数的的微分近似 f 的微分. 对于 Lagrange 插值多
项式

Ln(x) =
n∑

k=0

f (xk) lk(x) lk(x) =
∏
j̸=k

x − xj
xk − xj

(42)

可以近似

f′(x) ≈ L′
n(x) =

n∑
k=0

f (xk) l′k(x) (43)

其误差为

f′(x)− L′
n(x) = (Rn(x))′ = (f [x, x0, · · · , xn]ωn+1(x))′

=f [x, x, x0, · · · , xn]ωn+1(x) + f [x, x0, · · · , xn]ω
′
n+1(x)

(44)
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数值微分

数值微分

由于等距节点的高次插值是不稳定的，因此应该使用分段低次插值来提
高精度.
两点公式

f′ (x0) ≈
f1 − f0

h f′ (x1) ≈
f1 − f0

h (45)

其中前者为向前差分公式，后者为向后差分公式. 两点公式的精度
为 O(h).
三点公式

f′ (x0) ≈
−3f0 + 4f1 − f2

2h f′ (x1) ≈
f2 − f0
2h f′ (x2) ≈

3f2 − 4f1 + f0
2h

(46)
三点公式的精度为 O(h2).
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数值微分

数值微分——Richardson 外推

也可以把 Richardson 外推法用于数值微分中. 由

G(h) = f(x + h)− f(x − h)
2h = f′(x) + α1h2 + α2h4 + · · · (47)

故若令 q = 1/2，pk = 2k，则取 G0(h) = G(h)，则有

Gm(h) =
4mGm−1(h/2)− Gm−1(h)

4m − 1
= f′(x)+O

(
h2(m+1)

)
m = 1, 2, · · ·

(48)
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