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第一章

13. 对于从属的矩阵范数 ∥ · ∥，有 ∥I∥ = 1 且满足 ∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥, ∀A,B ∈ Rn×n.

(1) 1 = ∥I|∥ = ∥A−1A∥ ≤ ∥A−1∥ · ∥A∥ ⇒ ∥A−1∥ ≥ 1

∥A∥
(A 非奇异，则 ∥A∥ ̸= 0).

(2) ∥A−1 −B−1∥ = ∥A−1(I −AB−1)∥ = ∥A−1(B −A)B−1∥ ≤ ∥A−1∥ · ∥B −A∥ · ∥B−1∥.

17.

(1)
∥AQ∥2 =

[
ρ
(
(AQ)⊤(AQ)

)] 1
2 =

[
ρ
(
Q⊤A⊤AQ

)] 1
2 =

[
ρ
(
A⊤A

)] 1
2 = ∥A∥2,

∥QA∥2 =
[
ρ
(
(QA)⊤(QA)

)] 1
2 =

[
ρ
(
A⊤Q⊤QA

)] 1
2 =

[
ρ
(
A⊤A

)] 1
2 = ∥A∥2.

注：也可利用 ∥Q∥2 = 1 或 ∥Qx∥2 = ∥x∥2 证明。

(2) 利用 ∥A∥2F = tr
(
A⊤A

)
以及相似变换不改变特征值可得

∥AQ∥2F = tr
(
(AQ)⊤(AQ)

)
= tr

(
Q⊤A⊤AQ

)
= tr

(
A⊤A

)
= ∥A∥2F ,

∥QA∥2F = tr
(
(QA)⊤(QA)

)
= tr

(
A⊤Q⊤QA

)
= tr

(
A⊤A

)
= ∥A∥2F .

21.

(1) A 奇异 ⇔ det(A) = 0 ⇔ 3a = 2b.

(2) A 严格对角占优 ⇔ |aii| >
3∑

j=1
j ̸=i

|aij| i = 1, 2, 3 ⇒ |a| > 1, |b| < 1.

(3) A 对称 ⇒ b = 1, A 正定 ⇔ ∆i ≥ 0 i = 1, 2, 3 ⇒ a > 0, a > 1
2
, a > 2

3
, 故 b = 1, a > 2

3
.
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第二章

4.

(1) 由于 Ax = b 经过一步 Gauss 消去变换为 A(2)x = b(2)，则存在可逆矩阵 P 使得

PA = A(2). 若 A 对称正定，则 PAP⊤ =

[
a11 0

0 A2

]
对称正定，从而 A2 也对称正

定。

(2) 若 A 严格对角占优，即 |aii| >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij|. 对于任意固定的 i ∈ {2, 3, . . . , n},

n∑
j=2,j ̸=i

|a(2)ij | =
n∑

j=2,j ̸=i

|aij −
ai1
a11

a1j|

≤
n∑

j=2,j ̸=i

|aij|+
|ai1|
|a11|

n∑
j=2,j ̸=i

|a1j|

< |aii| − |ai1|+
|ai1|
|a11|

(|a11| − |a1i|)

= |aii| −
|ai1|
|a11|

|a1i|

≤ |aii −
ai1
a11

a1i|

= |a(2)ii |.

因此，A2 严格对角占优得证。

12. 由于 A = LL⊤，A 对称正定，则 L 是非奇异的下三角矩阵。

因此存在正交阵 Ω1,Ω2使得 L = Ω1ΛΩ2，其中 Λ = diag{λ1, . . . , λn}，λ2
1 ≥ . . . ≥ λ2

n

是 L⊤L 的 n 个特征值。
从而，A = LL⊤ = Ω1ΛΩ2Ω

⊤
2 ΛΩ⊤

1 = Ω1Λ
2Ω⊤

1 .
因此 ρ(A) = λ2

1 = ρ(L⊤L).
因此，∥L∥22 = ρ(L⊤L) = λ2

1 = ρ(A) = ∥A∥2.

21. 要证对任意的奇异矩阵 B，有

1

cond(A)
≤ ∥A−B∥

∥A∥
,
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即证
1

∥A∥∥A−1∥
≤ ∥A−B∥

∥A∥
,

即证

∥A−B∥∥A−1∥ ≥ 1.

如若不然，∥A−B∥∥A−1∥ < 1，则

∥I −A−1B∥ = ∥A−1(A−B)∥ ≤ ∥A−B∥∥A−1∥ < 1

由第一章定理 4.13 可知 I − (I −A−1B) = A−1B 非奇异，则 B = AA−1B 非奇异，

矛盾。因此，有
1

cond(A)
≤ ∥A−B∥

∥A∥
.
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