
第二次作业参考答案

匲匰匲匰 年 匱匱 月 匱匶 日

第三章

串丮

匨匱匩 若I − B奇异，即存在x 6匽 丰使得匨I − B匩x 匽 丰，则λ 匽 匱是B的一个特征值，从

而ρ匨B匩 ≥ 匱，矛盾，因此I −B非奇异。下证 卬卩卭
k→∞

S(k) 匽 匨I −B匩−1匮

由ρ匨B匩 < 匱知，存在范数‖ · ‖使得‖B‖ < 匱，则 卬卩卭
k→∞
‖B‖k+1 匽 匰匮

由于

‖S(k) − 匨I −B匩−1‖ ≤ ‖匨I −B匩−1‖‖匨I −B匩S(k) − I‖

匽 ‖匨I −B匩−1‖‖Bk+1‖

≤ ‖匨I −B匩−1‖‖B‖k+1

因此 卬卩卭
k→∞
‖S(k) − 匨I −B匩−1‖ 匽 匰，则 卬卩卭

k→∞
S(k) 匽 匨I −B匩−1匮

匨匲匩 若{S(k)}收敛，则{S(k)}是柯西列，则对于Bk 匽 S(k) − S(k−1)有 卬卩卭
k→∞

Bk 匽 丰。由定

理匱匮匲知，ρ匨B匩 < 匱匮

丱丱丮 迭代式中B 匽 αA匫 I，计算B的特征值得λ1 匽 匴α 匫 匱, λ2 匽 α 匫 匱匮

因此ρ匨B匩 匽 卭卡卸{|匴α 匫 匱|, |α 匫 匱|}匮
由ρ匨B匩 < 匱得α ∈ 匨−匱

匲
, 匰匩时，迭代收敛。

ρ匨B匩最小时，即α 匽 −匲

匵
时，收敛最快。

匱



丱丶丮 为证明半协卒迭代法收敛，考虑去证ρ匨Bω匩 < 匱匮

假设存在λ,x满足|λ| ≥ 匱,Bωx 匽 λx匬

即 卛ωBJ 匫 匨匱− ω匩I卝x 匽 λx匬

即 BJx 匽
匱

ω
匨λ匫 ω − 匱匩x匬

则
匱

ω
匨λ匫 ω − 匱匩是BJ的特征值。

由于|λ| ≥ 匱, 匰 < ω ≤ 匱

因此ρ匨BJ匩 ≥ |
λ匫 ω − 匱

ω
| 匽 |匱 匫 λ− 匱

ω
| > 匱

矛盾于半迭代法收敛，因此半协卒迭代法收敛得证。

或者：存在一个矩阵从属范数使得‖BJ‖ < 匱

则‖Bω‖ 匽 ‖ωBJ 匫 匨匱− ω匩I‖ ≤ ω‖BJ‖匫 匱− ω < 匱

串丱丮 ϕ匨x匩 匽 1
2
匨Ax,x匩− 匨b,x匩，其中A对称正定。

求椭球面ϕ匨x匩 匽 ϕ匨x(0)匩与直线x 匽 x(0) 匫 αp的交点：{
1
2
匨Ax,x匩− 匨b,x匩 匽 ϕ匨x(0)匩

x 匽 x(0) 匫 αp

即
匱

匲
匨Ax(0) 匫 αAp,x(0) 匫 αp匩− 匨b,x(0) 匫 αp匩 匽 ϕ匨x(0)匩,

整理得
匱

匲
匨Ap,p匩α2 匫 匨Ax(0) − b,p匩α 匽 匰,

解得

α1 匽 匰, α2 匽
匲匨b−Ax(0),p匩

匨Ap,p匩
,

因此直线l与椭球面ϕ匨x匩 匽 ϕ匨x(0)匩交于两点

x1 匽 x(0),x2 匽 x(0) 匫 α2p

下面求x(1)使得ϕ匨x(1)匩 匽 卭卩卮
α
ϕ匨x(0) 匫 αp匩匮

记

f匨α匩 匽 ϕ匨x(0) 匫 αp匩

匽
匱

匲
匨Ax(0) 匫 αAp,x(0) 匫 αp匩− 匨b,x(0) 匫 αp匩

匽 ϕ匨x(0)匩 匫
匱

匲
匨Ap,p匩α2 匫 匨Ax(0) − b,p匩α,

匲



由∇f匨α匩 匽 匰得

α 匽
匨b−Ax(0),p匩

匨Ap,p匩
,

因此x(1) 匽 x(0) 匫
匨b−Ax(0),p匩

匨Ap,p匩
p 匽

x1 匫 x2

匲
匬即x(1)是这两交点连线中点。

第四章

临丮丵

令ϕ匨x匩 匽 x− λf匨x匩,则有：

ϕ′匨x匩 匽 匱− λf ′匨x匩, ϕ匨x∗匩 匽 x∗

其中λ ∈
(
匰, 2

M

)
, f ′匨x匩 ∈ 匨m,M匩⇒ 匱− λM ≤ ϕ′匨x匩 ≤ 匱− λm

令L 匽 卭卡卸{|匱− λM |, |匱− λm|},则∀x ∈ R匬有 |ϕ′匨x匩| ≤ L ∈ 匨匰, 匱匩. 从而

|xk+1 − x∗| 匽 |ϕ 匨xk匩− x∗| 匽 |ϕ 匨xk匩− ϕ 匨x∗匩| ≤ L · |xk − x∗| ≤ Lk · |x0 − x∗|

两边同取极限

卬卩卭
k→∞
|xk+1 − x∗| ≤ 卬卩卭

k→∞

(
Lk · |x0 − x∗|

)
匽 匰

即得证区对任意的 x0 ∈ R 及 λ ∈
(
匰, 2

M

)
匬序列 {xk}均收敛到 x∗,

临丮丱丵

对φ关于x求一阶导和二阶导有：

ϕ′匨x匩 匽匱− r′1匨x匩f匨x匩− r1匨x匩f
′匨x匩− r′2匨x匩f 2匨x匩− 匲r2匨x匩f匨x匩f

′匨x匩

ϕ′′匨x匩 匽 −r′′1匨x匩f匨x匩− 匲− r′1匨x匩f ′匨x匩− r′1匨x匩f ′′匨x匩− r′′2匨x匩f 2匨x匩

匽 −匴r′2匨x匩f匨x匩f ′匨x匩− 匲r2匨x匩 匨f
′匨x匩匩

2 − 匲r2匨x匩f匨x匩f
′′匨x匩

由条件f 匨x∗匩 匽 匰, 可化简为：

ϕ′ 匨x∗匩 匽 匱− f ′ 匨x∗匩 r1 匨x
∗匩

ϕ′′ 匨x∗匩 匽 −匲r′1 匨x∗匩 f ′ 匨x∗匩− r1 匨x
∗匩 f ′′ 匨x∗匩− 匲r2 匨x

∗匩 匨f ′′匨x匩匩2

要求至少三阶收敛，则需要满足 ϕ′ 匨x∗匩 匽 ϕ′′ 匨x∗匩 匽 匰,

即可反解出 r1匨x匩 匽 匱/f ′匨x匩 以及r2匨x匩 匽 f ′′匨x匩/
(
匲 匨f ′匨x匩匩3)

匳



临丮串串

对于给定向量p,有正交分解Rn 匽 Rp ⊕ 匨Rp匩⊥.即任取 u ∈ Rn, 存在α ∈ R, v ∈ 匨Rp匩⊥使得
u 匽 αp匫 v.

则有

化Au− A0u 匽 α 匨q − A0p匩 匽 α 匨A− A0匩 p

由从属的矩阵范数的相容性，有：∥∥( 化A− A0

)
u
∥∥

2
≤ ‖A− A0‖2 ‖αp‖2 ≤ ‖A− A0‖2 ‖u‖2.

即
‖匨Ā−A0匩u‖

2

‖u‖2 ≤ ‖A− A0‖2 . 两边同时取上确界即可得证：
∥∥ 化A− A0

∥∥
2
≤ ‖A− A0‖2匮

匴


